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screvo este fasciculo com o objetivo

de ensinar os conceitos basicos
de Fisica Moderna, e Introdugdo a
Mecanica Quantica. A quantizacdo de
radiacdo eletromagnética, a existéncia
de niveis de energia discretos em
atomos, e a natureza dual onda-
particula de particulas e radiagio
eletromagnética sdo conceitos basicos
que levaram um longo caminho para
uma compreensdo de uma ampla
variedade de fendmenos intrigantes.
Nossa intuicdo dos processos da
natureza precisa ser reconfigurada
sob as bases destes novos conceitos. A
revolugdo tecnoldgica que gerou toda
uma gama de equipamentos sofisticados,
desde um aparelho de DVD até um
supercomputador sé foi possivel gracas
a aplicacdo destes conceitos. Ndo
podemos prescindir deste conhecimento,
sob pena de ficarmos isolados, e nosso
pais preso a uma condicdo de fornecedor
de matérias primas.
Vamos a luta e bom trabalho!
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Apresentacao

Prezado aluno,

Escrevo este fasciculo com o objetivo de ensinar os conceitos ba-
sicos de Fisica Moderna, e Introducdo a Mecanica Quantica. A
quantizacdo de radiacdo eletromagnética, a existéncia de niveis
de energia discretos em atomos, e a natureza dual onda-particula
de particulas e radiacdo eletromagnética sdo conceitos basicos que
levaram um longo caminho para uma compreensio de uma ampla
variedade de fendomenos intrigantes, incluindo o efeito fotoelétrico
(emissdo de elétrons de uma superficie quando a luz incide sobre
ele), o espectro de linhas emitidos por gases, e producio e disper-
sdo de raios X. A analise desses fen6menos e sua relagdo com a
estrutura atobmica nos leva ao limite da mecanica quantica, que
envolve algumas mudancas radicais em nossa visio da natureza da
radiacdo e da propria matéria. A revolucdo tecnologica que gerou
toda uma gama de equipamentos sofisticados, desde um aparelho
de DVD até um supercomputador so6 foi possivel gracas a aplicacio
destes conceitos. Ndo podemos prescindir deste conhecimento, sob
pena de ficarmos isolados, e nosso pais preso a uma condicido de
fornecedor de matérias primas.

O curso de Licenciatura deve fornecer instrumentos para fazer
com que ensinar Fisica implique em situar o aluno nesta incessante
busca do conhecimento. Desta forma, além de se evitar que se for-
mem pessoas alienadas do conhecimento cientifico, podemos atrair
alunos para o exercicio de ensinar e fazer ciéncia.

Somente a leitura deste fasciculo ndo ¢ suficiente para um
aprendizado satisfatorio. Ele deve ser usado como um guia para se
aprender os conceitos, e deve ser complementado por listas de exer-
cicios que serdo fornecidos, a medida que o curso de vocés avance.

Vamos a luta e bom trabalho!

Humberto Belich Junior

Fevereiro de 2012
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Teoria Classica e a Hipotese de Planck



A natureza da Luz

0 fisico e engenheiro irlandés William Thomson (Lord Kelvin) em
um artigo publicado em 1901 afirma': No céu azul da fisica classica
existem apenas duas nuvens a serem dirimidas... Sendo esta frase
vinda de uma versio revisada de um discurso proferido no ano
anterior. O titulo do artigo é: “Nuvens do século dezenove sobre
a teoria dindmica do calor e da luz”. As duas nuvens que o artigo
menciona se refere ao que ficou conhecido como o efeito fotoelétri-
co e a divergéncia que surge quando se calculava a poténcia da ra-
diacdo emitida por um corpo devido a sua temperatura. Para Lord
Kelvin se essas duas nuvens se dissipassem, ou seja, se o efeito fo-
toelétrico e o problema de divergéncia na radiacdo de corpo negro
fossem resolvidos pelo paradigma da fisica cldssica, a fisica como
um corpo de conhecimento que consegue explicar os fendmenos
da natureza estaria fechado. Ocorre que para se explicar esses dois
fendmenos foi preciso mudar radicalmente a visdo conceitual que
o eletromagnetismo classico havia fornecido a fisica cléssica. Neste
capitulo vamos introduzir os conceitos que fornecem possibilidade
de se resolver esses dois problemas: a natureza discreta da radiacio
(corpuscular) e a natureza ondulatdria das particulas.

A primeira pista para a natureza quantica da radiacéo veio do
estudo da radiacfo térmica emitida por corpos aproximadamente
negros. Quando a radiacio incide sobre um corpo opaco, parte dela
¢ refletida e o restante ¢ absorvido. Corpos de cor clara refletem
maior parte da radiacdo visivel incidente sobre eles, enquanto
corpos escuros absorvem a maior parte. A parte de absorcido do
processo pode ser descrita resumidamente da seguinte forma: A
radiacdo absorvida pelo corpo aumenta a energia cinética dos
atomos constituintes, que oscilam sobre suas posi¢cdes de equili-
brio. Desde que a energia cinética média de translacdo dos dtomos
determina a temperatura do corpo, a energia absorvida faz com
que a temperatura suba. No entanto, os atomos contém cargas
(os elétrons), e estas cargas sdo aceleradas devido as oscilagoes.

Consequentemente, como exigido pela teoria eletromagnética, os

1. Ver artigo na Revista Brasileira de Ensino de Fisica v. 29, n. 4, p. 509-512, (2007).
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Equagdo 1.1

Lei de Stefan-Boltzmann

8 e FiSICA MODERNA

atomos emitem radiacdo eletromagnética, o que reduz a energia
cinética das oscilacdes e tende a reduzir a temperatura. Quando
a taxa de absorcdo ¢ igual a taxa de emissdo, a temperatura ¢
constante, e dizemos que o corpo esta em equilibrio térmico com o
seu entorno. Um bom absorvedor de radiacdo €, portanto, também
um bom emissor.

A radiacio eletromagnética emitida sob essas circunstincias
¢ chamada radiacdo térmica. Em temperaturas ordinarias (abaixo
de cerca de 600°C) a radiacdo térmica emitida por um corpo néo é
visivel a olho nu; maior parte da energia esta concentrada em com-
primentos de onda muito maiores do que os da luz visivel. Quando
um corpo ¢ aquecido, a quantidade de radiacido térmica emitida
aumenta, e a energia irradiada se eleva, tornando seus comprimen-
tos de onda mais curtos. Para o intervalo de 600-700°C, ha energia
suficiente no espectro visivel para que o corpo brilhe e se torna um
vermelho rubro, e em temperaturas mais altas torna-se vermelho
brilhante ou mesmo um “branco quente”.

Um corpo que absorve toda a radiagcdo incidente sobre ele ¢
chamado de um corpo negro ideal. Em 1879, Josef Stefan encon-
trou uma relagdo empirica entre a poténcia radiada por um corpo

negro ideal e a temperatura:

Sendo R a poténcia radiada por unidade de area, T ¢ a tempera-
tura absoluta, e ¢ = 5,6703x10°® W/m?K* é uma constante chamada
constante de Stefan. Este resultado foi também derivado com base
em termodinamica cldssica por Ludwig Boltzmann cerca de cinco
anos depois, e a Equacdo 1.1 ¢ agora chamada a Lei de Stefan-
-Boltzmann. Note que a poténcia por unidade de drea irradiada por
um corpo negro depende apenas da temperatura e ndo de qualquer
outra caracteristica do objeto, tais como sua cor ou de que mate-
rial ele ¢ composto. Note, também, que R nos diz a taxa com que a
energia ¢ emitida pelo objeto. Por exemplo, dobrando a temperatura
absoluta de um objeto, por exemplo, uma estrela aumenta o fluxo
de energia para fora do objeto por um fator de 2*=16. Um objeto a
temperatura ambiente (300k) tera o dobro da taxa em que irradia

energia como resultado de um aumento da temperatura de apenas



57°C. Assim, a lei de Stefan-Boltzmann tem um enorme efeito sobre
o estabelecimento do equilibrio térmico em sistemas fisicos.

Objetos, que ndo sio corpos negros, irradiam energia ideal por
unidade de drea a uma taxa menor do que a de um corpo negro
a mesma temperatura. Para os objetos essa taxa independe das
propriedades intrinsecas além da temperatura, tais como a cor
e composicdo da superficie. Os efeitos dessas dependéncias sdo
combinados em um fator chamado pemissividade €, que multiplica
o lado direito da Equacéo 1.1. Os valores de € dependem da tempe-
ratura, e sdo sempre menores que a unidade.

Como a poténcia total irradiada R, a distribuicdo espectral da
radiacdo emitida por um corpo negro encontrado empiricamente,
depende apenas da temperatura absoluta T.

A distribuicdo espectral ¢ determinada experimentalmente

como ilustrada na Figura 1.1.

Figura 1.1

Com R(A)dA sendo a poténcia emitida por unidade de area, com
comprimento de onda entre A e A+dA a figura abaixo mede a funcédo
de distribuicdo espectral R(A) versus A para valores de T no inter-
valo de 1000K a 6000K.

A curva R(A) na Figura 1.2 ressalta importante comportamento
em diversos aspectos. Por exemplo, o comprimento de onda em
que a funcdo tem o seu maximo valor, varia inversamente com a

temperatura:

1 - .
Ao — ou A, T = constante =2,898x10"m.K. ... Fquagao 1.2
T Lei de Deslocamento de Wien

Isto é conhecido como a Lei de Deslocamento de Wien, desco-

berto em 1893 por Wien.
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Figura 1.2

Funcao de distribuicdo espectral medida
para diferentes temperaturas.

RN

Equacéo de Rayleigh-Jeans

Qualquer corpo aquecido a uma determinada temperatura tem a
propriedade de emitir radiagdo. Esta ¢ conhecida como radiagdo
térmica. Seu efeito ¢ sentido quando nos aquecemos em volta de
uma fogueira ou quando fazemos um churrasco. Note que para
se fazer um bom churrasco precisa-se ter um minimo de fogo?. O
ideal seria que a carne fosse preparada usando somente o banho de
radiacdo térmica emitida pelo carvéo!

A temperatura ambiente os corpos sio visiveis nio pela ra-
diacdo que eles emitem?, mas pela luz refletida. A medida que a
temperatura sobe a frequéncia da radiacdo térmica aumenta. Entdo
podemos ver a luminosidade prdépria emitida pelos corpos. Uma
lampada de filamento ilumina os ambientes por este principio.

0 espectro de radiacdo térmica emitida por um corpo quente
depende da composicdo deste. Com base nesta propriedade ¢ que
afirmamos a composi¢do das estrelas. Um conceito util para se
classificar os corpos segundo o espectro de radiacdo ¢ o que cha-
mamos de um Corpo Negro.Imagine que podemos encontrar um
material que consiga absorver toda a radiacdo que o atinge. Este
corpo teria para nds a aparéncia de um corpo negro*. Tomando

medicdes da temperatura deste corpo ideal, se nds verificarmos que

2. Pois este ird queimar a carne.
3. A radiagcdo térmica emitida possui frequéncias abaixo do visivel.
4. Na natureza sempre os corpos refletem luz, por isto ndo existe um corpo completamente negro.

10 e FiSICA MODERNA



ela fica constante ao longo do tempo, entdo de alguma forma este
corpo também emite de volta esta radiacio absorvida!

A melhor realizacdo pratica de um corpo negro ideal ¢ um
pequeno buraco ligado a uma cavidade (como um buraco de fe-
chadura em uma porta de armario (Figura 1.3). Radiacdo incidente
sobre o buraco tem pouca chance de ser refletido de volta para fora
do buraco antes que ela seja absorvida pelas paredes da cavidade. A
poténcia irradiada para fora do buraco (R) é proporcional a densi-
dade total de energia (U) (a energia por unidade volume da radiagéo
no interior da cavidade). Apresentamos a equagdo que relaciona as

duas grandezas:

Para estabelecer a funcéio de distribuicdo espectral R(A), segui-
mos o mesmo raciocinio. Se a porcdo u(A)dA ¢ a fragdo da energia
por unidade de volume no interior da cavidade entre A e A+dA , a

relacdo entre R(A) e u(A) fica:

A expressio de u(A) pode ser calculada determinando os modos
de oscilacdo do campo eletromagnético na cavidade com compri-
mento de onda no intervalo entre A e A+dA e multiplicar o resultado
pela energia média por modo. Apresentamos o resultado mostrando
que o numero de modos de oscilacdo por unidade de volume, n(2),

nio depende da forma da cavidade, ou seja,

A = 8,

a energia média por modo de oscilagdo ¢ igual a KT, sendo K a
constante de Boltzmann. Entdo a distribuicdo espectral de densi-

dade de energia é:

U(A) = KTH(A). e,

Esta ¢ a chamada Lei de Rayleigh-Jeans e estd expressa na

curva pontilhada do grafico a seguir.

Figura 1.3

Equacdo 1.3

Equacao 1.4

Equacédo 1.5

Equacao 1.6

CAPITULO T e TEORIA CLASSICA E A HIPOTESE DE PLANCK o 11



Figura 1.4

12 e FiSICA MODERNA

Para grandes comprimentos de onda, a Lei de Rayleigh-Jeans
esta de acordo com os resultados experimentais, mas para pequenos
A a lei determina que u(A) deveria divergir quando A—0, enquan-
to que os resultados experimentais mostram que u(A)—0 quando
A—0. Esta discrepancia entre o valor teorico e experimental ficou
conhecida como catastrofe do ultravioleta.

Veja que se calcularmos a integral abaixo usando a lei classica,
isto ¢, a densidade de energia de qualquer corpo negro deveria ser

infinita.

o

j u(A)du(A) — oo.

0

Lei de Planck

O fisico alemdo Max Planck, em 1900, anunciou que, fazendo su-
posicdes estranhas para a €poca, ele poderia derivar uma funcéo
que concordava com os dados experimentais. Ele achou primeiro
uma funcio empirica que se encaixam nos dados e, em seguida,
procurou uma maneira de modificar o cdlculo usual, de modo a
prever a sua formula para o fendmeno. Podemos ver o tipo de mo-
dificacdo necessaria se levar em conta que, para qualquer cavidade,
quanto menor o comprimento de onda, mais ondas estacionarias
cabem na cavidade (modos). Portanto, como o numero de modos de
oscilacdo se aproxima do infinito, como evidenciado na Equacéio

1.5. Para que a funcio de distribuicdo de densidade de energia se



aproxime de zero (u(A)—0), esperamos que a energia média por
modo a dependa do comprimento de onda A e que va a zero quando
A—0. A esta altura, devemos notar que aqueles pesquisadores que
trabalharam no problema da catastrofe ultravioleta (na época havia
muitos além de Planck), ndo tinham uma maneira de saber a priori
se o numero de modos ou a energia média por modo (ou ambos)
era a fonte do problema. Ambos os calculos estavam corretos clas-
sicamente. Muitas tentativas foram feitas para modificar os dois
fatores, de modo a resolver o problema. Chegou-se a conclusio, que
a energia média por modo (isto ¢, a teoria cinética), é que era o pro-
blema. Classicamente, as ondas eletromagnéticas na cavidade sdo
produzidas pelo movimento oscilatorio das cargas elétricas nas pa-
redes da cavidade (vibrando como simples osciladores harmonicos).
Lembre-se que a radiacdo emitida por um oscilador tem a mesma
frequéncia de oscilacdo que o préprio oscilador. A energia média
de um oscilador unidimensional harmodnico simples classicamente
¢ calculada a partir da fungdo de distribuicio de energia, que por
sua vez ¢ encontrada a partir da funcéo distribuicdo de Maxwell-

Boltzmann. A distribuicio de energia tem a forma

f(E)ZA o E/(KT) Equacédo 1.7

sendo A constante e f{E) a fracdo de osciladores com energia entre
E e E+dE. A energia média fica

E= TEf[E) dE :T EA e KD dE e Fquagao 1.8
0 0

e com resultado E=KT, como foi obtido por Rayleigh.

Planck percebeu que poderia derivar sua formula empirica
por meio do calculo da energia média assumindo que a energia
das cargas oscilantes e, portanto, a radiacio por eles emitida, era
uma variavel discreta, isto ¢, que poderia levar apenas valores
0,¢,2¢...,ne, onde n ¢ um inteiro, e ainda, que era proporcional
a frequéncia dos osciladores e, portanto, a da radiacdo. Planck,

assim, escreveu a energia como

E, =ne=nhf,n=0,1,2..,, Equacio 1.9

sendo h uma constante (constante de Planck).

CAPITULO 1 e TEORIA CLASSICA E A HIPOTESE DE PLANCK o 13



Equacdo 1.10

Equacgdo 1.1

Equagdo 1.12

Equagdo 1.13

Equacdo 1.14

Equacdo 1.15

14 e FiSICA MODERNA

Podemos reescrever a distribuicdo de Boltzmann como

..................................... f(E)= A e B/KD = A e-nelkT),

Podemos determinar a constante A impondo normalizacdo da

distribuicdo, ou seja,

_____________________________________ Y =X =
0 0

A energia média de um oscilador ¢ entdo dada por um somatdrio

discreto analogo a integral da Equacéo 1.9:

Calculando a somatdria na equagdo acima:

s f hf h9)

= = == .
TR 1 T g %’“m—l

Com isto podemos multiplicar este resultado pela Equacéo 1.5,
o numero de osciladores por unidade volume no intervalo entre A

e A+dA, e obter a distribuicdo de densidade de energia na cavidade,

8mhcA™
..................................... u(d) = ——
e(/‘LKT) _ 1

Chegamos entido a famosa Lei de Planck, cuja curva continua
que aparece representado na Figura 1.4. Naquela figura podemos
ver diretamente a concordancia com os dados experimentais.

Para valores muito grandes de A usamos a seguinte aproxi-
macio: e'~I1+x com x=(hc)/AKT, entdo o termo da exponencial na

equagdo acima fica:

eh%/um 1=~ he
AKT

e u(A)=8mhcA*KT, e chegamos a formula de Rayleigh-Jeans. Para
valores muito pequenos de A podemos desprezar o 1 no denominador
da Equagio 1.14, o que acarreta: u(4) — 8hcd e H) 0, quando
A—0. A lei de Planck também fornece a constante que aparece na lei

de deslocamento de Wein.



O valor da constante de Planck h, pode ser determinado ajus-
tando a funcio gerada pela Equacéio 1.14 aos valores experimentais.
0 valor é h=6,626x10734].s = 4,136x107'°€V.s.

A partir de 1905 ¢ que a ideia contida na Equacdo 1.9 comecou
a ganhar aten¢do da comunidade, e Einstein nesse mesmo ano pro-
poOe usar esta ideia para explicar o efeito fotoelétrico. Sugeriu que
nio apenas os osciladores nas paredes da cavidade oscilavam com
niveis de excitacio discretos, mas a propria radiacio eletromagné-

tica era formada por pacotes de energia, ou seja, era quantizada.

CAPITULO T e TEORIA CLASSICA E A HIPOTESE DE PLANCK e 15



capitulo 2

Propriedades Corpusculares da Luz



O Efeito Fotoelétrico

O efeito fotoelétrico ¢ a emissdo de elétrons quando a luz atinge
uma superficie metdlica. Este efeito tem numerosas aplicagcdes pra-
ticas. Para escapar da superficie, o elétron deve absorver energia
suficiente a partir da radiacdo incidente para superar a atracdo
de ions positivos no material da superficie. Esta atracido prende o
eletron numa placa metalica, ou seja, faz com que uma barreira de
energia potencial confine os elétrons dentro o material. Pense nesta
barreira como sendo um meio-fio que separa a rua de uma calcada.
0 meio-fio irda manter uma bola de futebol que se move lentamente
em uma rua. Mas se a bola ¢ chutada com forca suficiente, ela
pode rolar para cima da calcada. O trabalho realizado pela atracdo
gravitacional (o ganho em energia potencial gravitacional) ¢ igual

a sua perda de energia cinética.

Frequéncia de Corte e Potencial de Corte

O efeito fotoelétrico foi observado pela primeira vez em 1887 por
Heinrich Hertz. Ele percebeu que uma faisca saltaria mais facil-
mente entre duas esferas eletricamente carregadas quando suas su-
perficies eram iluminadas pela luz de outra faisca. A luz que incide
sobre as superficies de alguma forma facilitava a fuga daquilo que
hoje sabemos serem elétrons. Esta idéia em si ndo era revoluciona-
ria. A existéncia de uma barreira de potencial na superficie ja era
conhecida. Em 1883, Thomas Edison tinha descoberto a emissdo
termionica. Esta emissdo de elétrons ocorre devido ao ganho de
energia de escape, que ¢ fornecida pelo aquecimento do material
a uma temperatura muito alta. Os elétrons por um processo ana-
logo a de ebulicdo de um liquido, saltam da superficie metalica.
A quantidade minima de energia que um unico elétron tem que
ganhar para escapar de uma superficie particular ¢ chamado de
funcéo trabalho dessa superficie, denotado por ®. No entanto, as
superficies que eram utilizadas por Hertz nio estavam em altas
temperaturas, condicdo necessaria para a emissdo termionica.

Entdo o que faria os elétrons saltarem?
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0 efeito fotoelétrico foi investigado em detalhes pelos fisicos
alemies Wilhelm Hallwachs e Philipp Lenard durante o ano 1886-
1900; seus resultados foram bastante inesperados. [remos descrever
seu trabalho em termos de dispositivos mais modernos, chamados
de valvula fotoelétrica (Figura 2.1). Composto de dois eletrodos,
0 anodo e o catodo, sdo colocados em um tubo de vidro, no qual
¢ feito vacuo. A bateria, ou qualquer outra fonte de diferenca de
potencial, cria um campo elétrico na direcdo do anodo para o
catodo na Figura 2.1. O feixe de luz incide na superficie (indicado
pelas setas) do catodo, e provoca uma corrente no circuito externo,
a corrente é medida pelo galvanémetro (G). Hallwachs e Lenard
estudaram como esta fotocorrente varia com a tensdo, frequéncia e
intensidade da luz incidente.

Depois da descoberta do elétron em 1897, tornou-se claro que
a luz provocava a emissio de elétrons do catodo. Por causa de sua
carga negativa -e, os fotoelétrons emitidos sido entdo empurrados
em direcdo (de volta) ao dnodo pelo campo elétrico. Um alto va-
cuo com pressio residual de 0,01Pa(10”7atm) ou menos ¢ necessario
para minimizar as colisdes dos elétrons com as moléculas de gas.
Hallwachs e Lenard descobriram que quando a luz monocromatica
cai no catodo, nenhum fotoelétron era emitido a menos que a fre-
quéncia da luz fosse maior do que algum valor minimo, chamado
de frequéncia de corte. Esta minima frequéncia depende do mate-
rial do catodo. Para a maioria dos metais, a frequéncia minima asta
na regido do ultravioleta (correspondente a comprimentos de onda
entre 200 e 300nm), mas para os 6xidos de potassio e césio (por
exemplo) estd no espectro visivel A entre 400 e 700nm).

Quando a frequéncia f ¢ maior que a frequéncia minima,
alguns elétrons sdo emitidos pelo catodo com altas velocidades ini-
ciais. Isto pode ser demonstrado invertendo a polaridade da bateria
(Figura 2.1), de modo que a forca gerada pelo campo elétrico sobre
os elétrons estd voltada em direcdo ao catodo. Se a magnitude do
campo ndo ¢ muito grande, os elétrons de maior energia emitida
ainda alcancam o dnodo e ha ainda uma corrente. Podemos deter-
minar a energia cinética maxima dos elétrons emitidos invertendo
os polos da bateria, ou seja, fazendo o potencial da relacdo anodo-

catodo, negativa o suficiente para que a corrente elétrica pare. Isso



ocorre para V, .=-V_, sendo V, chamado de potencial de corte. Um
elétron que se move do catodo para o anodo, tem a sua energia
diminuida por uma quantidade -eV, (trabalho realizado sobre o

elétron); o elétron mais energético deixa o catodo com energia
cinética K, = Lin(

2 max:

e chega com energia cinética nula no anodo. Usando o teorema do

2 . . . , . ,
)" (energia cinética maxima do fotoelétron)

trabalho-energia temos:

W,

total

=V =AK=0-K,_

max max 0

K =%m(v B Vo Equagao 2.1

Entdo medindo V, determinamos a energia cinética méxima de um
elétron que deixa o catodo.

A Figura 2.2 mostra um grafico da diferenga de potencial V.
para dois feixes de luz de mesma frequéncia e intensidades diferen-
tes. Quando V, . ¢ mais intenso e positivo as curvas assumem um
valor constante, demonstrando que todos os elétrons emitidos sdo
coletados pelo anodo. Ao se inverter o potencial observa-se que as
correntes véo a zero para um mesmo valor -V.

Se intensidade da luz aumenta, com a frequéncia da luz perma-
necendo constante, as curvas ficam constantes (proporcionais as

intensidades). Contudo as curvas zeram no mesmo potencial.

Figura 2.1

As figuras a seguir mostram a corrente fotoelétrica em funcéo
da diferenca de potencial para os dois feixes de luz em duas situa-
coes diferentes: a) Na Figura 2.2 temos dois feixes de luz de mesma
frequéncia incidindo, sendo que a intensidade do feixe 1 ¢ o dobro
da intensidade do feixe 2; b) Na Figura 2.3 temos dois feixes de luz

com frequéncias distintas e mesma intensidade.
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Explicacao de Einstein para o Foton

Estes resultados sdo dificeis de entender com os conceitos da fisi-
ca classica. Quando a intensidade (energia média por unidade de
area por unidade de tempo) aumenta, os elétrons devem ganhar mais
energia, aumentando o potencial de corte V. Mas verificou-se que
o potencial de corte ndo depende da intensidade. Além disso, fisica
classica nio oferece nenhuma explicacdo para a frequéncia mini-
ma. No capitulo 1 descobrimos que a intensidade de uma onda ele-
tromagnética, como a luz, ndo depende da frequéncia, por isso um
elétron deveria ser ejetado da superficie absorvendo luz de qualquer
frequéncia. Assim, segundo a fisica cldssica, ndo deve haver uma
frequéncia limite de corte f . Finalmente, pelos conceitos classicos,
se deveria esperar que o elétron demore algum tempo absorvendo
energia, até acumular o suficiente para ser ejetado. Mas o que se
observa ¢ uma ejecdo imediata quando a superficie ¢ iluminada.
Entdo a experiéncia mostra que os elétrons sdo emitidos assim que
qualquer feixe de luz com f > f incida sobre a superficie metalica.
A andlise correta do efeito fotoelétrico foi desenvolvida por Albert
Einstein em 1905. Partindo de uma suposigédo feita cinco anos antes
por Max Planck. Einstein postulou que um feixe de luz ¢ composto
de pequenas embalagens de energia chamados fotons, ou quanta. E a
energia de um foton é igual a uma constante f(sua frequéncia) vezes

h. De acordo com f =% = fh= %h, temos:

sendo h a constante de Planck.
Um foton que chega a superficie ¢ absorvido por um elétron.

Esta transferéncia de energia ¢ um processo discreto, ou seja, o fo-



ton é absorvido e imediatamente o elétron salta, em contraste com
a continua transferéncia de energia prevista pela teoria classica;
portanto o elétron recebe toda a energia do féton ou nenhuma. Se
esta energia € maior do que a fungéo de trabalho ¢, o elétron pode
escapar da superficie. Uma maior intensidade em uma mesma fre-
quéncia particular significa uma proporcdo maior do numero de f6-
tons absorvidos por segundo, e assim um proporcionalmente maior
numero de elétrons emitidos por segundo, e a corrente proporcio-
nalmente ¢ maior, como ¢ visto na Figura 2.2. Lembre-se que ¢ ¢ a
energia minima necessaria para remover um elétron da superficie.
Einstein aplicou a lei de conservacio de energia e mostrou que

. e .. 2 , ..
a energia cinética maxima K, . = %m(v ) de um elétron emitido

max:

¢ dada pela diferenca entre a funcio trabalho ¢ e a energia hf que

o elétron ganhou absorvendo o féton:

1 ~
Ko = 50 P =R =8 Equagao 2.3

Substituindo a Equacgéo 2.1 na relacdo acima ficamos com

OV = B = B e Fquagao 24

Efeito fotoelétrico
Podemos medir o potencial de corte V, para diversos materiais.

Organizando estas medi¢des em um grafico, observamos uma

dependéncia linear do potencial de corte em fun¢do da frequéncia:

(i SR Figura 2.4

que confirma a Equagdo 2.4 e, a partir deste grafico, podemos de-
terminar tanto a funcéo trabalho ¢ quanto h/e. Depois que a carga
elétrica foi medida por Robert Millikan em 1909, a constante de

Planck também foi estimada a partir dessas medidas.
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Tabela 2.1

Funcéo trabalho para alguns elementos
quimicos.
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A funcdo trabalho e as energias dos elétrons sdo dadas em
elétrons-volt. Para converter em unidades de energia do Sistema

Internacional usamos:

1leV =1,602x10""J.

Elemento Funcéo trabalho (eV)
Aluminio 4.3
Cobre 4.7
Niquel 5,1
Ouro 5,1
Prata 4,3
Silicio 4,8
Sodio 2,7

A Dualidade Onda-Particula

Estudamos muitos exemplos do comportamento da luz e outros
de radiacdo eletromagnética. Alguns, incluindo os efeitos de in-
terferéncia e difracdo, demonstram conclusivamente a natureza
ondulatdria da luz. Outros, assunto do presente capitulo, mostram
com igual clareza a natureza das particulas de luz. A primeira vista
estes dois aspectos parecem estar em conflito direto. Como pode a
luz ser uma onda e uma particula ao mesmo tempo?

Podemos encontrar a resposta para esse conflito aparente
onda-particula no principio de complementaridade, exposto pela
primeira vez por Niels Bohr em 1928. As descri¢des de onda e as
descricdes de particulas sdo complementares. Ou seja, precisamos
das duas descricoes para completar o nosso modelo de natureza,
mas nunca vamos precisar usar estes dois aspectos ao mesmo
tempo. Ora usamos aspecto ondulatério, ora usamos o corpuscular

para descrever uma determinada ocorréncia.



Difracdo e Interferéncia

Vamos comecar por considerar novamente o padrdo de difracdo
de uma fenda unica. Em vez de gravar a imagem da figura de
difracdo em uma placa fotografica, usamos um detector chamado
fotomultiplicador que pode realmente detectar fotons individuais.
Usando a configuracio mostrada na Figura 2.5, colocamos o detec-
tor em varias posicdes para intervalos de tempo iguais. Contamos
os fotons que chegam em cada posicdo, e fazemos um grafico da
distribuicdo de intensidade. Nos achamos que, em média, a dis-
tribuicdo de fotons concorda com as nossas predi¢des. Em pontos
correspondentes aos valores maximos do padrio de difracéo,
contamos muitos fotons; em pontos minimos, contamos quase
nenhum, e assim por diante. O grafico da contagem em varios
pontos nos da o padrdo de difracdo conhecido quando estudamos
otica fisica. Mas suponha que agora reduzimos a intensidade até
0 ponto em que apenas alguns fotons por segundo passam atraveés
da fenda. Com apenas alguns fotons nio podemos esperar obter
a curva de difracdo nitida que encontramos com numeros muito
grande de fotons. Na verdade, ndo ha como prever exatamente onde
qualquer féton individual ira colidir. Para conciliar os aspectos de
onda e particula deste padrédo, temos a considerar o padrdo como
uma distribuicédo estatistica que nos diz quantos fétons, em média,
atingem varios locais, ou a probabilidade de um féton individual
atinja cada um dos varios locais. Mas ndo podemos prever exata-
mente onde um foton individual ira cair.

Agora vamos dar uma breve discutida em uma interpretacio
quantica da experiéncia de fenda dupla. Podemos usar novamente
o padrio usando um fotomultiplicador e um contador. Nés reduzi-
mos a intensidade da luz a um nivel de alguns fétons por segundo
(Figuras 2.5 e 2.6). Novamente nio podemos prever exatamente
onde um foton individual vai cair; o padréo de interferéncia é uma
distribuicio estatistica.

Como ¢ que o principio da complementaridade se aplica a esses
experimentos de difracio e de interferéncia? A descricdo de ondas,
ndo a descri¢do de particulas, explica os padrdes fenda simples e

fenda dupla. Mas a descricdo de particulas, e nfo a descri¢do das
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ondas, explica por que o fotomultiplicador mede o padrdo constru-
ido por pacotes discretos de energia. As duas descricdes comple-
tam nossa compreensdo dos resultados. Nestes experimentos, a luz
passa por uma fenda ou fendas, e os fétons sdo detectado em va-
rias posicoées em uma tela. Suponha que um aluno faca a seguinte
pergunta: “Nos acabamos de detectar um foton em uma determi-
nada posicao, quando o foton passou pela fenda, como ¢ que ele
sabe que caminho deveria seguir?”. O problema com a questéo ¢

que ela ¢ formulada como se a luz se propagasse como particulas.

A natureza ondulatéria da luz, ndo a natureza das particulas, de-
termina a distribuicdo de fotons. Fazer essa pergunta ¢ forcar uma
descricdo de particula (o foton tendo uma trajetoria prédetermina-
da) em um fenémeno de ondulatdrio (a formacio do padrio sob a
tela). A natureza de particula da luz se manifesta quando o féton

incidente ¢ imediatamente absorvido e impressiona a tela.




Nos capitulos seguintes, vamos descobrir que particulas como
elétrons também tém uma natureza dual onda-particula. Uma das
grandes conquistas da mecanica quantica tem sido o de conciliar
esses aspectos aparentemente incompativeis de comportamento de

fotons, elétrons e outros constituintes da matéria.
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Dualidade Onda-Particula

Até agora vimos um aspecto da dualidade da natureza onda-
particula: radiacdes eletromagineticas as vezes agem como ondas e
algumas vezes como particulas. Interferéncia e difracio demons-
tram um comportamento ondulatdrio, enquanto que a emissdo
e absorcdo de fétons demonstram comportamento de particulas.
Estamos em busca de uma teoria completa que deve também ser ca-
paz de prever, em termos tedricos, os niveis de energia de qualquer
atomo particular. Em 1913 modelo de Bohr do atomo de hidrogénio
foi um passo importante nessa dire¢do. Porém este modelo mesclava
principios classicos com novas ideias que eram inconsistentes com
a teoria classica, e levantou tantas questdes quanto as respondidas
pelo modelo. Para entender os fendmenos microscdpicos sem cair
em contradicio era preciso abrir mdo de conceitos classicos, e fazer
mudancas drasticas na nossa visdo conceitual da Fisica.

Uma iniciativa drastica bem sucedida foi a mecanica quantica:
uma teoria que comecou a emergir na década de 1920. Além de ondas
que as vezes agem como particulas, a mecanica quantica estende
o conceito de dualidade onda-particula para incluir particulas que
as vezes mostram um comportamento ondulatorio. Nestas situacdes
uma particula é imaginada ndo como um ponto, com posicdo e
velocidade definidas, mas como uma nuvem de probabilidades,
cujo valor médio recupera a informacdo macroscépica da posicado e
velocidade. Neste capitulo, vamos explorar a natureza ondulatoria
da matéria e algumas de suas aplicagdes. Vamos também introduzir
a equacdo de Schrodinger, que ¢ tio fundamental para a mecanica
quantica como as leis de Newton sdo para a mecinica ou como
Equacdes de Maxwell sdo ao eletromagnetismo. No capitulo 4, ve-
remos como usar esta equacio para encontrar os niveis de energia
possivel de um sistema de mecanica quantica. A mecanica quantica
¢ a chave para a compreensdo de atomos e moléculas, incluindo
sua estrutura, espectros, comportamento quimico, e muitas outras
propriedades. Tem o mérito de restaurar a unidade e simetria a
nossa descricdo das particulas e radiacdo. Vamos aprender sobre
a nova descricdo de particulas e radiacdo, dados pela mecanica

quantica e usar seus resultados.
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Postulado de De Broglie

Um grande avanco na compreensio da estrutura atbmica comecou
em 1924 com uma proposicdo feita por um fisico francés e nobre,
o principe Louis de Broglie. Seu raciocinio foi, mais ou menos,
assim: a Natureza ama simetria. A Luz tem comportamento dual,
comportando-se em algumas situagdes como ondas e em outros
como particulas. Se a natureza ¢ simétrica, esta dualidade tam-
bém deveria ser valida para a matéria. Elétrons e protons, o que
nos pensamos como particulas, podem, em algumas situacées se
comportar como ondas. Se uma particula age como uma onda, ele
deve ter um comprimento de onda e uma frequéncia. De Broglie
(Figura 3.1) postulou que uma particula livre com massa de re-
pouso m, movendo-se com velocidade 7 nio-relativistica, deve ter

um comprimento de onda A associado a seu momento p =

Bl =mli]
exatamente da mesma forma que para um féton, como expresso
h

pela equacio: A = % = O comprimento de onda de Broglie de

uma particula é, entio,

sendo h a constante de Planck. A frequéncia f; de acordo com de
Broglie, esta também relacionado com a energia E da particula da

mesma forma como para um foton, ou seja,

Assim, as relacdes entre comprimento de onda e momento linear;
e frequéncia e energia, de acordo com a hipdtese de Broglie, sdo
exatamente as mesmas, tanto para as particulas como para ondas.

Para apreciar o enorme significado da proposta de Broglie,
temos queperceber que no momento nao havia nenhuma evidéncia
experimental direta que as particulas possuissem caracteristicas de
onda. Uma coisa ¢ sugerir uma nova hipotese para explicar obser-
vacdes experimentais, e outra bem diferente ¢ propor uma radical
saida a partir de conceitos estabelecidos somente em bases teoricas.
Mas ficou claro que uma idéia radical era necessaria. A natureza

dual da radiacdo eletromagnética levou a adocdo do conceito de



foton, que também ¢ uma idéia radical. O sucesso limitado em des-
crever a estrutura atomica indicava que uma revolucdo semelhante
era necessaria na mecanica de particulas.

A Hipotese de Broglie foi o inicio dessa revolucdo. Apds 1924,
foi desenvolvido por Heisenberg, Schrédinger, Dirac, Born, e mui-
tos outros uma teoria detalhada chamada de mecanica quantica.
Este desenvolvimento estava bem encaminhado antes mesmo de
serem encontradas evidéncias experimentais diretas das proprie-
dades ondulatorias das particulas. A mecanica quantica envolve
revisdes radicais de nossos conceitos fundamentais de descricdo da
matéria. Uma particula ndo ¢ um ponto geométrico, mas uma enti-
dade que tende a espalhar-se no espaco. A distribuicdo espacial de
uma particula ¢ definida por uma funcdo chamada funcéo de onda,
que ¢ andloga as funcdes de onda que sdo usadas para ondas me-
canicas, e para as ondas eletromagnéticas. A funcdo de onda para
particula livre com uma energia definida, tem valores bem defini-
dos de comprimento de onda e frequéncia. A descri¢do corpuscular
ondulatéria ndo sdo incompativeis. O principio da complementari-
dade, que discutimos no final do capitulo 3, nos diz que precisamos
tanto do modelo de particula e onda para uma descricido completa

da natureza.

O Modelo de Bohr e Ondas de De Broglie

No modelo de Bohr, descreve-se os niveis de energia do atomo de
hidrogénio, em termos de orbitas fixas de elétrons. Esta ¢ uma
simplificacdo exagerada e ndo deve ser tomado literalmente. Mas
a ideia mais importante na teoria de Bohr foi a existéncia de niveis
discretos de energia e sua relacdo com as frequéncias de fdétons
emitidos. A nova mecanica quantica ainda atribui certos estados de
energia de um adtomo com uma descricio mais geral do movimento
do elétron em termos de funcdes de onda. No dtomo de hidrogénio os
niveis de energia preditos pela mecinica quantica acabam por ser as
mesmas dadas pelo modelo de Bohr. Em dtomos mais complicados,
para a qual a teoria de Bohr nfo funciona, as predi¢des da mecanica

quantica estdo em excelente concordancia com a observacio.
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Figura 3.1

Equagdo 3.3
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A hipdtese de onda de De Broglie tem uma relacdo interessante
com o modelo de Bohr. Podemos usar a Equacio 3.1 para obter a
condiciio de Bohr que o momento angular |L| =m|5||7] deve ser
um multiplo inteiro da constante de Planck k. O método ¢ andlogo
ao de se determinar as frequéncias dos modos normais de vibra-
cdo de ondas estacionarias. Por exemplo, as ondas estacionarias
de uma corda vibrante com extremidades fixas, as extremidades
sdo sempre nos, e devem existir nds adicionais ao longo da corda
para todos os modos normais, exceto no modo fundamental. Para
as condi¢des de contorno serem satisfeitas, o comprimento total da
corda deve ser igual a um numero inteiro mutiplicado pela metade
do comprimentos de onda.

A onda estacionaria em uma corda nio transmite energia, e os
elétrons em oOrbitas de Bohr nédo irradiam energia. Entdo, imagine
que o elétron seja uma onda estaciondria distribuida ao longo de
uma orbita circular de Bohr. Para que essa onda seja contida exata-
mente e se feche de modo continuo na orbita, a circunferéncia deve
conter um numero inteiro de comprimentos de onda, como sugerido
pela Figura. 3.1. Para uma orbita de raio r e circunferéncia 2,
devemos ter 2nr=nA, onde n=1,2,3,---. De acordo com a relagdo de
Broglie, Equacéo 3.1, o comprimento de onda de uma particula com
massa m, movendo-se com velocidade ndo-relativistica v, é A=h/mv.

Combinando 27rr=nA com A=h/mv, encontramos 2rr=nh/mv, ou seja,

A Equacdo 3.3 foi postulada por Bohr: a magnitude do momen-
to angular |L| = m|||7| deve ser igual a um inteiro n vezes h/2n.
Assim, uma imagem de ondas mecanicas leva naturalmente a
quantizacdo do momento angular do elétron.

A idéia de montar de uma onda estaciondria em torno de uma
orbita circular ¢ uma nocdo um pouco vaga. Mas o acordo da Equa-
cdo 3.3, com os resultados do modelo de Bohr ¢ muito importante
para ser uma coincidéncia. Ele sugere fortemente que as proprieda-
des das ondas de elétrons tém realmente algo a ver com a estrutura
atomica. Mais tarde vamos aprender como as func¢des de onda para

sistemas especificos sdo determinados por solucido de uma equacéio



de onda chamada de equacio de Schrédinger. Condicdes de con-
torno desempenham um papel central na busca de solucdes desta
equacdo e, assim, na determinacdo de niveis de energia possiveis,

dos valores do momento angular, e outras propriedades.

Difracdo de Elétrons

A Hipotese de ondas de De Broglie, embora parecesse radical, qua-
se de imediato recebeu a confirmacdo experimental. A primeira
evidéncia direta envolveu um experimento de difracdo de elétrons
que foi analogo aos experimentos de difracdo de raios X. Nesses
experimentos, os dtomos em um cristal atuam como uma rede de
difracdo tridimensional para os raios X. Um feixe de raios X ¢
fortemente espalhado quando atinge um cristal em um angulo que
da interferéncia construtiva entre as ondas espalhadas a partir dos
atomos diferentes no cristal. Esses efeitos de interferéncia demons-

tra a natureza de onda dos raios X.

Figura 3.2

A Natureza Ondulatoria do Elétron

Clinton Davisson e Lester Genner, em 1927, trabalhando no Bell
Telephone Laboratdrio, estavam estudando a superficie de um
pedaco de niquel, direcionando um feixe de elétrons na superfi-
cie e observando quantos elétrons ricocheteavam da amostra. A
Figura 3.2 mostra uma configuracdo experimental como a que
eles usaram. A amostra era policristalina, com os microcristais
orientados de maneira aleatéria. Como em muitos metais esses

cristais microscopicos eram unidos com orientacdes aleatdrias.
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Os experimentadores que realizam o experimento concordavam
que, mesmo em superficie a mais suave possivel que se pudesse
construir, ainda um feixe de elétrons seria refletido difusamente,
com um suave distribuicio de intensidade em funcio do angulo 6.

Durante o experimento ocorreu um acidente que fez com que
o ar entrasse no recipiente, e uma pelicula de 6xido foi forma-
da na superficie do metal. Para remover este filme, Davisson e
Germer aqueceram a amostra em um forno de alta temperatura,
quase quente o suficiente para derreté-la. Isto provocou um com-
portamento inusitado no material: teve o efeito de criar grandes
regides de cristal unico, com planos cristalinos dispostos para-
lelamente em regides mono-cristalinas. Quando as observacdes
foram repetidas, os resultados foram bastante inesperados.

Os maximos na intensidade do feixe de elétrons refletido
ocorreu em angulos especificos (Figura 3.3a), em contraste com a
variacdo suave de intensidade com angulo que Davisson e Genner
tinha observado antes do acidente. As posicoes angulares do ma-
ximo dependiam da tensdo V, usada para produzir o feixe eletro-
nico. Davisson e Genner estavam familiarizados com a hipotese
de Broglie, e notaram a semelhanca deste comportamento com o
observado na difracdo de raios X. Este ndo foi o efeito que eles
estavam procurando, mas imediatamente reconheceram que o
feixe de elétrons estava sendo difratado. Eles haviam descoberto
uma muito direta confirmacio experimental da hipotese de onda.

Davisson e Genner poderiam determinar a velocidade dos
elétrons a partir da voltagem, para que pudessem calcular o
comprimento de onda de De Broglie usando a Equacdo 3.1. Os
elétrons foram espalhados principalmente pelos planos de atomos
na superficie do cristal. Atomos em regides de mono-cristais sio
dispostos em fileiras, com uma distancia d que pode ser medida
por técnicas de difracdo de raios X. Estas linhas agem como uma
grade de difracdo refletindo os elétrons. Os angulos em que a re-
flexao forte ocorre sdo os mesmos para uma rede de difracdo com
uma distdncia d entre suas fendas (Figura 3.3b). De acordo com
a equacio de difracido de raio X (Bragg), os dngulos de reflexio
maximo sdo dada por dsin@=mA (m=1,2,3,...), sendo 6 o angulo

mostrado na Figura. 3.2. Os angulos previsto por esta equagio,



usando o comprimento de onda de Broglie, foram verificados ex-
perimentalmente, concordando com os valores obser-vados (Figura
3.3a). Assim, a descoberta acidental de difracido de elétrons foi a
primeira evidéncia direta a confirmar a hipdtese de Broglie.

O comprimento de onda de Broglie de uma particula nio-
relativistica é A=h/p=h/mv. Podemos também expressar A em ter-
mos de energia cinética da particula. Por exemplo, considere um
elétron livre acelerado do repouso de um ponto a até um ponto b
através de uma d.d.p. V-V =V, . O trabalho, eV, , realzizado sobre

o elétron ¢ igual a sua energia cinética K. Como K = Zp—m temos:

2

(o] Feixe incidente

Probabilidade e Incerteza

A descoberta da dualidade onda-particula da matéria obrigou-nos
a reavaliar a linguagem cinematica que usamos para descrever a
posicdo e o movimento de uma particula. Na mecanica classica de
Newton podemos descrever uma particula como um ponto. Pode-
mos descrever sua localizacdo e estado de movimento em qualquer
instante com trés coordenadas espaciais e trés componentes da

velocidade. Mas, em geral essa descricdo especifica ndo ¢ possivel.

Equacdo 3.4

eV, :Zp—=>p:1/2meVba ......................................................................................................................
m

Equacdo 3.5

Figura 3.3
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Quando olhamos em uma escala pequena o suficiente, existem
limitacdes fundamentais em que a precisio com que podemos
determinar a posicdo e a velocidade de uma particula se torna
impraticavel. Muitos aspectos do comportamento de uma particula
pode ser indicado apenas em termos de probabilidades.

Para tentar obter alguma familiaridade sobre a natureza do
problema, vamos ver a difracdo de fenda unica da luz. Suponha que
o comprimento de onda A ¢ muito menor do que a largura “a” da
fenda. Entdo a maior parte (85%) da luz na figura de difracédo esta
concentrada no maximo central, limitado em ambos os lados pelo
primeiro minimo de intensidade. Usamos 6, para denotar o angulo
entre o maximo central e o primeiro minimo. Usando a equacéo de
difragéo sin6, = mT)”(m =11,%2,..) com m=1 vemos que 6, ¢ dada
por sin 6, =%. Uma vez que assumimos A<a, segue-se que O, €

muito pequeno, e sin 6, ¢ quase igual 6, (em radianos), entdo

Agora nos realizamos o mesmo experimento novamente, mas
usando um feixe de elétrons em vez de um feixe de luz mono-
cromatica (Figura 3.4). Temos que fazer o experimento no vacuo
(107atm ou menos) para que os elétrons nio sejam desviados pelas
colisdes com moléculas de ar. Nos podemos produzir o feixe de
elétrons com uma configuracdo semelhante, em principio, a um
canhio de elétrons em um tubo de raios catddicos. Isto produz um
feixe estreito de elétrons, em que todos tém quase a mesma direcéo
e velocidade e, portanto, também o mesmo comprimento de onda
de Broglie.

0 resultado deste experimento, é gravado em pelicula fotogra-
fica. E uma figura de difracfio idéntica a mostrada na Figura 3.4.
Este padrdo nos da evidéncia direta da natureza ondulatéria dos
elétrons. Cerca de 85% dos elétrons incidentes atingem o filme den-
tro do maximo central; o restante dos elétrons formam os maximos
secunddrios proximos ao maximo central.

Se acreditarmos que os elétrons sdo ondas, o comportamento
de onda neste experimento ndo ¢ surpreendente. Mas se tentarmos

interpreta-los em termos de particulas, nos deparamos com pro-



blemas sérios. Primeiro, os elétrons ndo seguem o mesmo caminho,
apesar de todos eles terem o mesmo estado inicial do movimento. Na
verdade, ndo podemos prever a exata trajetéria de qualquer elétron
individual, mesmo conhecendo seu estado inicial. O melhor que po-
demos fazer ¢ dizer que a maioria dos elétrons vdo para uma deter-
minada regido, menos elétrons irdo para outras regioes, e assim por
diante. Ou seja, s6 podemos descrever a probabilidade de que um
elétron individual vai atingir cada uma das diversas areas sobre o
filme. Essa indeterminacio fundamental nio tem contrapartida na
mecanica newtoniana, pois o0 movimento de uma particula pode ser
sempre assim previsto, se sabemos a posicio inicial e movimento
com uma precisdo suficiente (determinismo newtoniano).

Segundo, ha incertezas fundamentais tanto na posicdo e mo-
mento de uma particula individual, e estas duas incertezas estdo
relacionadas de maneira inseparavel. Para esclarecer este ponto,
vamos voltar a Figura 3.4. Um elétron que atinge o filme na borda
exterior do maximo central, em um angulo igual a 6, deve ter um
componente p_ de momentona direcio y, bem como uma componen-
te p_na dire¢do x, apesar do fato de que, inicialmente, os elétrons
partiram e viajaram ao longo do eixo-r. Pela geometria da situacédo
as duas componentes estdo relacionados por p, /py=tan9]. Como 6,

4 : a T —
¢ pequeno, podemos usar a aproximacao D, tan 6, e tan6, =0,.

Dy = Py0h

Combinando essa equacido com a Equacéo 3.6, temos:

Equacdo 3.7

Figura 3.4
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Para 85% dos elétrons que atingem o filme dentro do maximo
central (que fica entre dngulos —% e +%], Vemos que a compo-
nente x do momentum linear se espalha para fora do centro desde

—py% até +p, %. Agora vamos considerar todos os elétrons que
passam através da fenda e atingem o filme. Novamente, eles podem
bater em regdes acima ou abaixo do centro da figura de difracéo,
de modo que suas componentes p podem ser positivas ou negati-
vas. No entanto, a simetria da figura de difracdo nos mostra que
a média dos valores de (px )med =0. Havera uma incerteza Ap_na

componente x do momento linear no minimo igual a p, %, isto ¢,

Quanto mais estreita for a largura da fenda, o mais ampla ¢
a figura de difracdo e maior ¢ a incerteza na componente x do
momento (Ap).
0 comprimento de onda A do elétron esta relacionado com o
momento p =mv, pela relacdo de Broglie (Equacédo 3.1), que pode-
mos reescrever como l%. Usando esta relacdo na Equacédo 3.9 e

simplificando, encontramos

h

..................................... Ap. = py—:%,Apxazh.

p,a

0 que significa esse resultado significa? A largura da fenda
representa uma incerteza na componente x da posicdo de um elé-
tron que passa através da fenda. Nos ndo sabemos exatamente onde
cada particula passa na fenda. Assim, tanto a posi¢do x quanto a
componente x do momento tém incertezas, e ambas incertezas estdo
relacionadas pela Equagéo 3.10. Podemos diminuir a incerteza Ap,
s reduzindo a largura da figura de difracio. Para fazer isso, nos
temos que aumentar a largura de fenda, o que aumenta a incerteza
de posi¢do. Por outro lado, quando diminuimos a incerteza da
posicdo pelo estreitamento da fenda, a figura padrdo de difracdo
amplia-se e a incerteza do momento correspondente aumenta.

Vocé pode protestar dizendo que nio parece ser consistente



com o0 senso comum uma particula nfo ter uma posicio e momen-
to definidos. Nos respondemos que o que Nosso senso comum se
baseia no conhecimento adquirido através da experiéncias do dia
a dia. Nossa experiéncia usual tem muito pouco contato com o
comportamento de particulas microscopicas.

As vezes temos que aceitar as conclusdes que violam nossa
intuicdo quando estamos lidando com as situagdes que estdo muito

distantes da experiéncia cotidiana.

O Principio da Incerteza

Em discussdes mais gerais sobre relacdes de incerteza, a incerteza
de uma determinada quantidade ¢ geralmente descrita em ter-
mos do conceito estatistico de desvio-padrio, que ¢ uma medida
da dispersdo ou dispersdo de um conjunto de niumeros em torno
de seu valor médio. Suponha que agora comecamos a descrever
as incertezas desta forma (na Equagéo 3.10 nem a, nem Ap, séo
desvios-padrio). Se uma coordenada X tem um incerteza A, ese
0 componente correspondente de momento p_tem uma incerteza
Ap_entdo esses desvios-padrdo estdo relacionados em geral pela
desigualdade

AxAp,_ =h Equacio 3.11
o = e e

Nessa expressdo a h cortado () é a constante de Planck dividida

por 2m:

h Equacdo 3.12

Noés vamos usar essa quantidade com frequéncia para evi-
tar escrever um monte de fatores de 27 mais tarde nas equa-
coes. A Equacdo 3.11 ¢ uma forma do principio da incerteza de
Heisenberg, proposto pela primeira vez pelo fisico alemdo Werner
Heisenberg (1901-1976). Ele afirma que, em geral, nem a posicdo
nem o momento de uma particula pode ser determinada com pre-
cisdo arbitrariamente grande, como a fisica classica pode prever.

Em vez disso, as incertezas nas duas quantidades desempenham
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papéis complementares, como ja descrito. Na Figura 3.5 mostramos

as relacoes entre essas duas incertezas.

permitido

axapy=h

proibido

&K

E tentador pensar que poderiamos obter maior precisiio usando
mais detectores sofisticados de posicdo e momento. Isto nédo é pos-
sivel. Para detectar uma particula, o detector deve interagir com
ele, e essa interacdo inevitavelmente muda o estado de movimento
da particula, e introduz incerteza sobre seu estado original. Entdo
para localizar uma particula, por exemplo, usamos fétons de curto
comprimento de onda. Estes fotons incindindo na particula, com o
objetivo de melhor localizar a sua posicdo, faria a particula sofrer
uma maior variacdo na sua velocidade, gerando uma maior incer-
teza em seu momento linear. Uma andlise mais detalhada de tais
experimentos hipotéticos mostra que as incertezas que descrevemos
sdo fundamentais e intrinsecas. Elas nio pode ser evitadas, mesmo
em principio, por qualquer técnica experimental, ndo importa o

quio sofisticada seja.

Incerteza na Energia

Ha também um principio de incerteza para a energia. Acontece que
a energia de um sistema também tem incerteza inerente. A incer-
teza AE depende do intervalo de tempo durante o qual o sistema
permanece num determinado estado. A relacdo ¢

Um sistema que permanece em um estado metaestavel por um
tempo muito longo (At grande) pode ter um estado de energia muito

bem definidos (AE pequeno), mas se ele permanece em um estado



por apenas um curto espaco de tempo (At pequeno), a incerteza na
energia correspondente deve ser maior (AE grande). A Figura 3.6

ilustra essa ideia.

AE medio
At médio
AF grande
Al curto
+ At longo

B P TID e s F|gura3 6
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A Funcéo de Onda e a Equacéo
de Schrodinger

Ha evidéncias de que em escala atbmica ou subatdmica, uma parti-
cula como um elétron nédo pode ser descrita simplesmente como um
ponto. Em vez disso, usamos uma funcio de onda para descrever o
estado de uma particula. Vamos descrever mais especificamente a
linguagem cinematica que devemos usar na mecanica quantica para
substituir o esquema cldssico de descrever uma particula pelas suas
coordenadas e velocidades. Nosso novo esquema para descrever o
estado de uma particula tem muito em comum com a linguagem
do movimento de uma onda classica. Podemos descrever as ondas
transversais em uma corda, especificando a posicdo de cada ponto,
em cada instante de tempo por meio de uma funcdo de onda. Se y
representa o deslocamento do equilibrio, no tempo ¢, de um ponto
sobre a corda em uma distancia x da origem, entdo a funcio y(x,1)
representa o deslocamento de qualquer ponto x, a qualquer momen-
to t. Uma vez que sabemos a funcdo de onda para um determinado
movimento de onda, nds sabemos tudo o que ha para saber sobre
o movimento de oscilacdo da corda. Podemos encontrar a posicao
e a velocidade de qualquer ponto da corda a qualquer momento,
e assim por diante. Trabalhamos formulas especificas para essas
funcgdes, para ondas senoidais por exemplo, em que cada pedaco da
corda sofre movimento harmonico simples.

Seguimos um padrdo semelhante para as ondas sonoras. A
funcdo de onda p(x,t) para uma onda viajando ao longo da diregéo
x representa a variacio de pressdo em qualquer ponto x, a qualquer
instante . Nos podemos usar essa descri¢do de onda para descrever
campos elétricos e campos magnéticos (ondas eletromagnéticas) se
propagando em qualquer ponto do espago a qualquer instante.

Assim, ¢ natural que se use uma funcio de onda como o ele-
mento central da nossa nova linguagem que busca descrever parti-
culas quanticas. O simbolo normalmente utilizado para essa funcéo
de onda ¢ ¥ ou Y. Em geral, ¥ ¢ uma funcéo de todo o espaco de
coordenadas e do tempo, enquanto que y ¢ uma funcio do espaco

de coordenadas apenas e nio de tempo. Assim como temos a fun-
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cdo de onda y(x,t) para descrever ondas mecanicas em uma corda,
e fornecer uma descricdo completa do movimento, do mesmo modo
temos a funcéo de onda W(x,y,z,t) que contém para uma particula
todas as informacdes que podem ser conhecidas sobre a particula.
A teoria matematica da mecinica quantica descreve como usar o
Y(x,y,z,t) para determinar os valores médios da posicio da particu-

la, velocidade, forca, energia e momento angular®.

Interpretacdo da Funcdo de Onda

A funcio de onda descreve a distribuicdo de probabilidade de
uma particula no espago, assim como a funcdes de onda para uma
onda eletromagnética descrever a distribuicdo de campos elétricos
e magnéticos. Quando nds estudamos figuras de interferéncia e
difracdo, encontramos que a intensidade I da radiacdo, em qualquer
ponto da figura é proporcional ao quadrado do campo elétrico em
magnitude isto ¢, E% Na interpretacdo de fotons de interferéncia e
difracdo, a intensidade em cada ponto ¢ proporcional ao numero de
fotons que atingem este ponto, ou, alternativamente, a probabilida-
de de que qualquer foton individual vai atingir o ponto.

Assim, o quadrado do campo elétrico em cada ponto ¢ pro-
porcional a probabilidade de encontrar um foton em torno desse
ponto. Exatamente da mesma forma, o quadrado da funcédo de onda
de uma particula em cada ponto nos diz sobre a probabilidade de
encontrar a particula em torno desse ponto. Mais precisamente,
deveriamos dizer que o quadrado do valor absoluto da funcio de
onda, |W|% Isto é necessario porque, ¥ pode ser uma quantidade
complexa, com partes real e imaginaria. (A parte imaginaria da
funcdo é uma funcéo real multiplicado pelo nimero imaginario
i=+-1.

Para uma particula que se move em trés dimensdes, a quantida-

de [P (x,y,2)|?dV é a probabilidade de que a particula seja encontrada

5. Cuidado - ondas de particulas versus ondas mecdnicas - Ao contrdrio de ondas mecdnicas em uma corda ou
ondas sonoras no ar, a funcdo de onda para uma particula ndo é uma onda mecdnica que precisa de algum meio
material para se propagar. A fungdo de onda descreve a particula, e ndo podemos definir a propria fungio em
termos de qualquer coisa material. SO podemos descrever como ele estd relacionado a efeitos fisicos observdveis.



no tempo t dentro de um volume dV em torno do ponto (x,y,z). A
particula ¢ mais provavel de ser encontrado em regides onde |¥|?
¢ grande, e assim por diante. Esta interpretacao, feita pela primeira
vez pelo fisico alemdo Max Born, exige que a funcdo de onda deve
ser normalizada. Isto ¢, a integral de |¥|?dV sobre todo o espaco
deve ser igual a exatamente 1. Em outras palavras, a probabilidade
¢ exatamente 1, ou 100%, que a particula estd em algum lugar no

universo®.

Estado Estacionario

Em geral, o valor de |¥W(x,y,z,¢)|> em um determinado ponto varia
com o tempo. Isto faz sentido: como um elétron em um tubo de te-
levisdo, quando ele passa do catodo, em direcédo a tela, o lugar que
¢ mais provavel de ser encontrado muda com o tempo. Mas, se a
particula estda em um estado de uma energia definida, tal como um
elétron atbmico em um atomo em um nivel de energia determinado,
o valor de |¥|> em cada ponto ¢ independente do tempo. Pois a
distribuicdo de probabilidade de particulas em tal estado ndo muda
com o tempo, e um estado com uma energia definida ¢ chamado
de estado estaciondrio. Esses estados sdo de grande importancia na
mecanica quantica. Por exemplo, para cada energia definida em um
dtomo de hidrogénio, ha uma funcio de onda especifica. E possivel
que um atomo esteja em um estado que néo ¢ idéntico a qualquer
um destes estados estacionarios de funcdes de onda e que nio tem
uma energia definida. No entanto, a fungdo de onda para qualquer
estado pode sempre ser escrita como uma combinacdo de funcdes
de onda de estados estacionarios. Qualquer onda estacionaria em
uma corda, ndo importa o quio complexo, pode ser expressa como
uma combinagio dos modos normais de vibracio da corda. Por que
|¥|? é independente de tempo, se a particula estd em um estado de

energia definida? Isto é, por que tais estados sdo estacionario? Para

volume dV em torno do ponto (x, y, z) no tempo t. Se o volume diminuir, torna-se menos provdvel que a particula
seja encontrada nesse volume, entdo a probabilidade diminui. Um nome mais adequado para [¥(x,y,z)|? é fun¢do
distribuicdo de probabilidade, uma vez que descreve como a probabilidade de encontrar a particula em diferentes

locais é distribuido ao longo espaco.
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responder a esta pergunta, primeiro observe o seguinte resultado
da mecanica quantica: para uma particula em um estado de energia
definida E, a funcdo de onda dependente do tempo W(x,y,z,t) pode
ser escrita como um produto de uma funcio independente do tempo

Y(x,,z) e uma fungdo simples dependente do tempo:

Et

..................................... W(r,y,z,t)=y(r,v,2)e .

A funcdo exponencial na equacio acima ¢ definida pela for-

mula de Euler:

..................................... e’ =cosO+isin®, e e =cosh —isinb.

Vamos agora olhar para a funcdo de distribuicido a probabili-
dade |W|* obtida a partir da Equagéo 4.1. Note que |W|* ¢ o produto
de W e seu complexo conjugado W*. Para encontrar o complexo
conjugado de um numero, basta substituir todos os i por -i. Por
exemplo, o conjugado complexo de c=a+ib, onde a e b sio reais, e

c*=a-ib, assim:
c|* =c*c=(a+ib)(a—ib)=a”+b’,

(lembre-se que i*=-1)

Et

..................................... Y (x,y,2,t)=y(x,y,z)e"

Et Et

=y *(x,y,2) y(x,y,z)e"e "
= |y (x,y,2)".

Como |Y(r,y,z)|> ndo depende do tempo, entdo podemos con-
cluir que |¥(x,y,z,t)|*> descreve um comportamento estacionario.

A Equacéo de Schrodinger

Temos enfatizado a importancia de estados estacionarios em descre-

ver sistemas quanticos. Como a Equacéo 4.1 mostra, para descrever



um estado estacionario temos que saber sua funcio de onda espa-
cial Y(x,y,z) e sua energia E. Para determinar esses valores usamos
uma ferramenta desenvolvida em 1926 pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger, conhecida como a equacio de Schrédinger. A equacio
de Schrodinger desempenha o mesmo papel central na mecanica
quantica, que as leis de Newton em mecanica classica, e as equacdes
de Maxwell no eletromagnetismo. Nossa compreensido de cada sis-
tema de mecanica quantica, incluindo atomos, moléculas, nucleos
atdmicos, e elétrons em sdlidos, baseia-se nas solugdes desta equa-
¢do para esses sistemas.

Nio podemos derivar a equacio de Schrodinger de outros prin-
cipios, ela propria ¢ um novo principio. Mas podemos mostrar como
ela esta relacionada com a relacdo de Broglie, e podemos fazé-la
parecer plausivel. A forma mais simples da equacio de Schrodinger
¢ para uma particula de massa “m” que se move em uma unica di-
menséo, paralela ao eixo x, de modo que a funcio de onda espacial
Yy ¢ uma funcéo apenas de x. Nos supomos que a particula se move
na presenca de uma forca conservativa que tem apenas uma com-
ponente x, de modo que haja uma correspondente energia potencial
=U(x). A equacio de Schrodinger para tal uma particula com

potencial

uma energia E ¢ definida como

h dy(x)
2m dx

Nesta equacdo E ¢ uma constante. Como sabemos que essa
equacdo esta correta? Simplesmente porque funciona. Previsdes
feitas usando esta equacgdo estdo de acordo com verificacdes ex-
perimentais. Vamos aplicar a Equagdo 4.5 para varias situacoes

fisicas, cada com uma forma diferente da funcio U(x).

Equacdo de Onda para a Particula Livre

Como exemplo, vamos considerar que as experiéncias de particulas
livre sobre a qual nenhuma forca ¢ aplicada. Se néo ha forca, U(x) é

independente de x, por simplicidade escolhemos U(x)=0. Se tal uma

—— T UW(E) = EP(X) Equagao 4.5
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..................................... k= =

..................................... Py =N—

particula livre esta se movendo no sentido +x, com momento p, sua
energia cinética (e portanto sua energia total) ¢ E=p%/2m.

De acordo com o principio de de Broglie a particula tem um
comprimento de onda A = %, e uma frequéncia definida f =% (um
estado estacionario).

Por analogia com as ondas mecanicas se propagando, nos es-

crevemos a funcio de onda para a particula como

..................................... Y(x,t)= Acos(kr —wt)+ Bsin(kr — o t),

onde A e B sdo constantes. Como fizemos para ondas mecanicas
2r

e ondas eletromagnéticas, usamos o numero de onda K = - e oS

frequéncia angular w=27f na Equacio 4.6. Estes estdo relacionados

ao momento linear e a energia por

P 21 E
==, w=2nf=—hf=—.
h / h 4 h

2T 2w
h

> =

R

A funcio de onda na Equacdo 4.6 ndo parece estar na forma
de estado estacionario dado pela Equacdo 4.7. Podemos coloca-la

nessa forma se deixarmos B=iA. Entéo,
W¥(x,t) = Acos(kr — wt) +iAsin(kx — wt) = Ae™ )

Na Equacéo 4.8, usamos a formula de Euler.

Como construir uma maneira de recuperar a hipotese de de
Broglie a partir da funcio de onda acima? Observe que pela Equa-
cdo 4.7 p=hk. Entdo derivando a funcio em relacdo a x e multi-
plicando por h reproduzimos a relacdo de De Broglie. Portanto,
podemos propor um operador diferencial que atuando na funcio de

onda reproduza a relacio p=hk. Sua forma é

d
dr’

que atuando na funcéio de onda,

P, = 7L Ao Z A = piw,
v drx

o operador diferencial que reproduz a energia cinética ¢



d

hi 2
(pop)z \P — ( dx) Aei(kx—at)
2m 2m
_ (hk)z Aei(kx—ax] — (hk]z N7} Equacao 4.11
—2m —Zm ..................................................................................................

Entédo, vemos que a Equacdo de Schrodinger ¢ a expressio da
energia total: E E

total cinética+ Epotencial 7

se substituirmos ¥(x) no lado

esquerdo da Equacdo de Schrodinger (Equacéo 4.5), obtemos:

2 i(kx)
_idA—eZ + (O)Aei(kl’) — _i(ik)eri(kx)
2m  dx 2m
JORY e J B Esosn
2m 2m

Uma vez que obtivemos E=p*/2m vemos pela Equacio 4.12
que a funcio de onda de particula livre satisfaz a equacgdo de
Schrédinger para U(x)=0.

Ae yix) b cos kg

Figura 4.1

Se k ¢é positivo, a funcdo de onda representa uma particula
livre se movendo na diregdo x, sentido positivo. Se k for negativo,
o momento linear e, portanto, o movimento ¢ no sentido negativo
do eixo Ox (com um valor negativo de k, o comprimento de onda
, 2r
é A= m)

Para uma particula livre, ndo ha restricdo sobre o valor de p
e, portanto, ndo restricdo sobre o valor da energia E=p?/2m. Em
geral U(x) ndo ¢ uma constante, entdo as solucdes da equacgio de
Schrodinger sdo possiveis apenas para certos valores de E. Estes

valores representam os niveis de energia permitidos de um siste-
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ma descrito por U(x). Esta descoberta é de extrema importéncia.
Antes do desenvolvimento da equacido de Schrodinger, ndo havia
maneira de prever niveis de energia a partir de qualquer teoria
fundamental, exceto o modelo de Bohr, que tinha um sucesso limi-
tado. Vamos estudar as aplica¢cdes da equagio de Schrodinger em

sistemas fisicos.

Particula em uma caixa

Nesta sessdo, iremos aprender a usar a equacdo de Schrodinger
para determinar os niveis de energia possiveis e as funcdes de onda
correspondentes para varios sistemas. Nos referimos aos estados de
energia definida como estados estacionario. Para simplificar, vamos
comecar com os problemas em que a particula sé pode se mover ao

longo do eixo x. A Equacio de Schrodinger unidimensional ¢

_h dyla)

..................................... +U(x)y(x) = Ey(x).

2m  dx’

Esta equagdo nos informa que E=E = cinética? Epotenciar Sendo
d 2

que na equagdo E_ . W = i) Wy oe E Y=U(x)¥. O problema
2m

fundamental ¢, entéo, o seguinte: Para uma dada func¢ido de energia

potencial

potencial U(x), quais sdo as possiveis funcées de onda de estado
estacionario W(x), e quais sdo as energias correspondentes E? Na
secdo passada nds resolvemos esse problema para o caso de U(x)=0,
correspondente a particula livre. As fun¢des de onda permitidas e

energias correspondentes sio

i(kr) (7k)’ , .
y(x)= Ae™, E = (particula livre).
2m
0 nimero de onda k ¢ igual a|K| = 27” onde A é o comprimento

de onda. Descobrimos que k pode ter qualquer valor real, de modo
que a energia E de uma particula livre pode ter qualquer valor de
zero a infinito. Além disso, as particulas podem ser encontrados
com igual probabilidade em qualquer valor de x de -« a +c.
Agora vamos olhar para um modelo simples em que uma par-

ticula esta ligada, de modo que nio pode escapar para o infinito,



mas esta confinado a uma regido restrita do espaco. Nosso sistema
consiste de uma particula confinada entre duas paredes rigidas
separadas por uma distancia L (Figura 4.2). O movimento ¢ pura-
mente unidimensional, com a particula se deslocando ao longo do
eixo-x, entre as paredes em x=0 e x=L. A energia potencial corres-
pondente as paredes rigidas ¢ infinito, entdo a particula nio pode
escapar; entre as paredes, a energia potencial ¢ zero. Esta situacio
¢ muitas vezes descrita como uma “particula em uma caixa”. Este
modelo pode representar um elétron que esta livre para se mover
dentro de uma molécula longa e reta ou ao longo de um fio muito
fino. A funcio energia potencial é representada graficamente na
Figura 4.3.

Figuras 4.2 e 4.3

Para resolver a equacio de Schrédinger para este sistema, co-
mecamos com algumas restricoes sobre a funcdo de onda Y(x) da
particula. Porque a particula estd confinada a regido O<x<L, e esta-
belecemos Yi(x) ser zero fora dessa regido.

Além disso, Y(x) deve ser uma funcio continua para ser uma
solucdo matematicamente aceitavel para a equacdo de Schrédinger.
Se for, entdo Y(x) deve ser zero no limite da regido, x=0 e x=L. Essas
duas condicbes sdo condicdes de contorno para o problema. Elas
devem ser familiares, porque elas sdo as mesmas condi¢cdes que
estamos habituados a encontrar os modos normais de vibracio de
uma corda, vocé deve rever essa discussdo. Uma condicdo adicio-
nal ¢ que para calcular a segunda derivada dz;:f )

a primeira derivada d\gi(x) também deve ser continuo, exceto nos
X

na Equacéo 4.13,

pontos onde a energia potencial se torna infinita (como acontece

nas paredes da caixa).
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Vamos agora resolver para as fungdes de onda na regido 0<x<L,
para as condicoes de fronteira acima. Nesta regido U(x)=0, entdo a

funcio de onda na regido deve satisfazer a

_ R dy)
2m  dx’

= Ey/(x).

A Equacio 4.15 ¢ a mesma Equacio de Schrodinger para uma
particula livre, por isso ¢ tentador concluir que as func¢des de onda
e energias sio dadas pela Equacio 4.13. E verdade que yi(r)=Ae™*
satisfaz a Equacdo de Schrodinger com U(x)=0, ¢ continua, e tem a
primeira derivada continua % =ikAe™. No entanto, esta funcio
de onda nio satisfaz as condicdes de contorno que y(x) deve ser
zero em x=0 e x=L: em x=0 a funcio de onda da Equacio 4.13 ¢
igual a Ae’=A, e em x=L é igual a Ae™*'. (Essas funcdes seriam igual
a zero, se A=0, mas depois a funcdo de onda seria zero e ndo have-
ria nenhuma particula em toda regiio!)

A saida para este dilema ¢ recordar que tem uma solugdo mais
geral de estado estacionario para a Equacdo Schrodinger com

Ulx)=0 é
v(r)=Ae™ + Ae™.

Esta funcdo de onda ¢ uma superposicdo de duas ondas: uma
viaja na dire¢do x, sentido positivo, com amplitude A , e outra que
se desloca no sentido oposto com o numero de onda -k, mas ampli-
tude A,. Isto ¢ andlogo a situagdo de ondas estaciondrias em uma
corda (Figura 4.4), que podemos considerar como a superposicio de

duas ondas senoidais se propagando em direcdes opostas. A ener-
(nk)’

2m *

Para ver se a funcdo de onda dada pela Equacdo 4.16 pode sa-

gia que corresponde a Equacdo 4.16 ¢ E =

tisfazer as condicdes de contorno, vamos primeiro reescrevé-la em

termos de senos e cossenos usando a formula de Euler,

y(x) = A,(cos(Kx)

+ isin(kx)) + A, (cos(—kx)
+ isin(—kx)) = A, (cos(kx) + isin(kx)) + A, (cos(kx) = i sin(kx))
w(x) = (A, + A))cos(kr) +i((A, — A,)sin(kr)).



Em r=0, Y(0)=A +A,, que deve ser igual a zero para satisfazer
a condigdo de contorno naquele ponto. Dai A =-A , e a Equagao
4.17 fica

w(x) = 2iA, sin(kr) = Csin(Rr). .

Nos simplificamos a expressdo com a introducdo da constante
C=2iA,. Podemos também satisfazer a segunda condi¢do de con-
torno em que Y(L)=0, o que implica em sin(kL)=0, esta equacio é
satisfeita se os valores de k sdo KL=ns (n=1, 2, 3, ...). Dai a Equacéo
4.18 da as funcgdes de onda estaciondrias para uma particula em
uma caixa na regiio 0<x<L, (Fora desta regido, J(x)=0. Os valores

possiveis de k e do comprimento de onda A=27/k sdo

Assim, como ocorre para uma corda na Figura 4.4, o compri-
mento L da regido ¢ um numero inteiro de metades de comprimentos

de onda.

—

(nk)” _ (p)
= o sendo

p="hk= %27” =% ¢ 0 modulo do momento linear de uma particula

livre com numero de onda k e comprimento de onda A. Isso faz

Os possiveis niveis energia sdo dados por E =

sentido, ja que dentro da regido O<x<L a energia potencial ¢ zero e
a energia ¢ toda cinética. Para cada valor de n existem valores cor-
respondentes de p, A e E, vamos chama-los de p , An e E . Juntando

as pecas, obtemos as Equacdes 4.20 e 4.21.

p,>  (mh)?  (nmh)
En = = 5 = >
2m  8mL 2mL

(n = 1,2,3...) (niveis de energia)

Equacdo 4.18

Equacdo 4.19

Figura 4.4

Equacdo 4.20
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h_nh

.................................... p,=—

A 2L
Estes sdo os niveis de energia possivel para uma particula
em uma caixa. Cada nivel de energia tem seu proprio valor de
numero quantico n e uma funcido de onda correspondente, que
denotaremos por y . Quando substituimos K da Equagéo 4.18 pela

expresssao % e jogamos na Equagéo 4.18, encontramos:

.................................... v, (x) = Csin(me] (n=1,2,3.)

A Figura 4.5a mostra gréaficos das fungdes de onda s, para
n=1,2,3,4 e 5. Note que estas fun¢des parecem idénticas as de uma
onda estacionaria em uma corda (Figura 4.4). A Figura 4.5b mostra
o diagrama de niveis de energia para este sistema. Os niveis de
energias sucessivamente mais elevados, proporcionais a #n? sao
cada vez mais espagados entre si. Hd um numero infinito de niveis
porque as paredes sdo perfeitamente rigidas, mesmo uma particula
de energia cinética infinitamente grande permanece confinada

dentro da caixa.

m

Exemplo 1
Considere um elétron em uma caixa de 5,0x107'°m de largura
(valor tipico do tamanho de um atomo de hidrogénio). Encontre

o nivel de energia mais baixo para o elétron nesta caixa.



Solucéo
Para resolver este problema vamos usar o que apreendemos

na secdo anterior onde a energias de uma particula presa em

uma caixa unidimensional.

E - (nmh)

= (=123

Para o nivel mais baixo, n=1, assim:

g o Umh) _ (1.76,626x107")
" omI* 2.9,109x107°.(5,0107'°)

E, =2,4x10""J ou 1,5eV

Uma particula aprisionada numa caixa ¢ bem diferente do
que um elétron ligado ao atomo. Mas obtivemos uma energia

da mesma ordem de grandeza dos niveis de energia atémico.

Probabilidade e Normalizacdo

Vamos olhar um pouco mais de perto as funcdes de onda para uma
particula em uma caixa, mantendo em mente a interpretacdo de
probabilidade da funcio de onda  que discutimos anteriormente.
Em nossa situacdo unidimensional a quantidade [\s(x)|>d.x é propor-
cional a probabilidade de que a particula seja encontrada dentro de

um pequeno intervalo dx. Para uma particula em uma caixa,

2 . nmwx ~
v, [ dr = c*sin? (TJ‘”‘ ................................................................................................... Fquacio 423

Ambos Y(r) e |[P(x)|* estdo plotados na Figura 4.6 para n=1, 2
e 3. Notamos que nem todas as posi¢coes sdo igualmente provaveis.
Isto estd em contraste com a situacio na mecanica cldssica, em
que todas as posicoes entre x=0 e x=L sdo igualmente provavel.
Vemos na Figura. 4.6b que |y(x)|?=0 em alguns pontos, entdo a
probabilidade de encontrar a particula exatamente nestes pontos ¢
zero. Ndo deixe que isso te incomode, o principio da incerteza ja nos

mostrou que ndo podemos medir a posicdo exatamente. A particula
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¢ localizada apenas para estar em algum lugar entre x=0 e x=L, néo

em algum determinado valor de .

\/ \V

X —

Sabemos que a particula deve estar em algum lugar no univer-
SO, Ou seja, entre x=-co e x=+c. Assim, a soma das probabilidades
para todos os pontos, dados pela integral em dx em todos os lugares
(a probabilidade total de encontrar a particula) deve ser igual a 1.

Isto é:

Uma funcdo de onda ¢ dita ser normalizada se tiver uma
constante C (Equagdo 4.23), com um valor de forma que quando
se calcula a probabilidade total de encontrar a particula resulte
em um valor igual a 1 (Equacdo 4.24). O processo de determinagéo
da constante ¢ chamado normalizacio. Por que se preocupar com
a normalizacdo? Porque para uma funcdo de onda normalizada,
[(r)]> ndo é apenas proporcional, mas é igual, a probabilidade de
encontrar a particula no intervalo dx. Lembre que nés chamamos
[P (x)]> de funcido de distribuicdo de probabilidade.

Agora vamos normalizar a funcio de onda y(x) dada pela
Equacio 4.23 para a particula em uma caixa. Ja que yi(x) é zero,

exceto entre x=0 e x=L, a Equacdo 4.24 torna-se

'[LCZ sin’ (nﬂ_xj dr =1.
.................. . I

Vocé pode avaliar esta integral usando a identidade trigo-



nométrica (sin 0)* = %(1 —co0s26); o resultado ¢ C 2%. Assim, a
interpretacdo de probabilidade de nossa funcdo de onda exige que
C2%=1 ou C=[%f. Portanto, a constante C nio é arbitraria. (Isso
estd em contraste com o problema cordas vibrante cldssica, em que
C representa uma amplitude que depende de condicdes iniciais.)
Assim, as fungodes de estado estacionario de onda normalizada para

uma particula em uma caixa sdo da forma

2 -
l//n(x)z\/;sin ? (1= 1,2,30)s oo Equagdo 426

Em seguida, vamos verificar se os nossos resultados para a
particula em uma caixa sdo consistentes com o principio da incer-
teza. Podemos escrever a posicdo da particula como x = % = i%, de
modo que ¢ possivel estimar a incerteza na posi¢do como Ax = é
Da Equacgio 4.21 o mddulo do momento no estado n ¢ dado por
p, = % Uma estimativa razodavel da incerteza no momento linear
¢ a diferenca de momento de dois niveis, que diferem por 1 em seus
valores de n, isto é, Ap, = % . Entdo o produto AxAp é:

Equacdo 4.27

Isto € consistente com o principio da incerteza, AxAp, = fi =5 em
que as incertezas eram mais precisamente definida como desvio

padréo.

Poco de Potencial

Um poco de potencial é uma funcdo de energia potencial U(x) que
tem um minimo. Na mecanica newtoniana uma particula presa em
um poco de potencial pode oscilar com movimento periodico. Nossa
primeira aplicacido da equacdo de Schrodinger, a particula em uma
caixa, envolveu um potencial rudimentar e uma funcio U(x), que
¢ igual a zero dentro de um determinado intervalo e infinito todos
os outro lugar. Esta funcfo corresponde a algumas situagdes en-
contradas na natureza, como mencionado, mas a correspondéncia

¢ apenas aproximada.
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Um poco de potencial que serve como uma melhor aproxi-
macdo a varias situacdes fisicas reais ¢ um poco com lados retos,
mas a altura finita. A Figura 4.7 mostra uma funcio de energia
potencial que ¢ igual a zero no intervalo de 0<x<L e tem o valor
U, fora deste intervalo. Esta fun¢io € muitas vezes chamada de
poco de potencial quadrado, que poderia servir como um modelo
simples de um elétron dentro de uma chapa metalica com espes-
sura L, movendo-se perpendicular a superficie da chapa. O elétron
pode se mover livremente dentro do metal, mas tem que escalar
uma barreira de energia potencial com a altura U, para escapar de
qualquer superficie do metal. A energia U, esté relacionada com a
funcéo trabalho que discutimos anteriormente em conexdo com o
fotoelétrico. Em uma aplicagédo tridimensional esférica, uma versao
de um pocgo potencial pode ser usado para descrever de maneira
aproximada os movimentos de protons e néutrons dentro de um

nucleo atomico.

Estados Ligados de um Poco de Potencial
Quadrado

Na mecanica newtoniana, a particula esta presa (localizado) em
um pogo quando sua energia total E ¢ inferior a U,. Na mecanica
quantica, um tal estado localizado ¢ muitas vezes chamado de um
estado ligado. Todos os estados sdo ligados quando o poc¢o ¢ infini-
tamente profundo, mas se E ¢ maior do que U, para um pogo finito,

a particula néo estd ligada.
s |..|..‘:|

Up




Para um poco quadrado finito, vamos considerar as solucdes de
estado ligado da equagdo de Schrodinger, correspondente a E<U,.
A abordagem mais simples é considerar separadamente as regides
onde U=0 e U=U,. Quando U=0, a equagdo de Scbrodinger se reduz

a Equacéo 4.15. Reorganizando a equacdo, encontramos:

dy(x) _2mE
>

Da Equacdo 4.17, podemos expressar as solucdes desta equa-

2
cdo como combinacdes de coskx e sinkx, onde E = (;’:3

k= V2mE
T h

e assim

. Por isso dentro do poco quadrado O<x<L, temos

N2mE
fi

y(x)= Acos X+ Bsin
(dentro do pocgo) sendo A e B constantes.
Nas regides x<0 e x>L usamos a Equacdo 4.13 com U=U, e

chegamos a

d’y(x) _ 2m(U, - E)
dr’ n

A quantidade U -E € positiva, por isso as solugdes desta equagdo

sdo exponenciais. Podemos escrever as solu¢cdes como

y(x)=Ce* + De™,

(fora do poco) onde C e D sdo constantes com valores diferentes nas
regides x<0 e x>L.

Vemos que as funcdes de estados ligados de onda para este
sistema sdo senoidais dentro do poco e exponenciais fora dele.
Temos que usar o expoente positivo na regido x<0 e o expoente
negativo na regido x>L. Isto é, D=0 para x<0, e C=0 para x>L. Sem
essa escolha de constantes y tenderia para infinito quando |x| se
aproximasse de infinito, e a condicdo de normalizacdo, Equacéio
4.24, ndo poderia ser atendida. Temos também obrigar as funcdes
de onda a satisfazerem as condicdes de contorno que menciona-

. , d .
mos na no inicio do capitulo yi(x) e W jevem ser continuos nos

dx
pontos de fronteira (x=0 e x=L). Se a funcio de onda Y(x) ou %
fossem descontinuas em um ponto, a segunda derivada % seria

y/(x), ....................................................................................

WIX)

Equacdo 4.28

Equacdo 4.29

Equacdo 4.30

Equacdo 4.31
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infinita nesse ponto. Mas isso violaria a equacio de Schrodinger,

d;";(f) ¢ proporcional a U-E. Em nossa
situacdo, U-E ¢ finito em toda parte, assim Y também deve

dx?

ser finita em todos os lugares. Combinando as funcdes senoidais e

que diz que em cada ponto,

exponenciais nos pontos de fronteira de modo que eles se juntem
suavemente so ¢ possivel para certos valores especificos da energia
total E, entdo este requisito determina os niveis de energia do pogo
de potencial. Niao existe uma formula simples para os niveis de
energia como havia para o poco infinitamente profundo. Encontrar
os niveis ¢ um problema bastante complexo matematicamente, que
requer a solucdo de uma equacdo transcendental por aproximacao
numérica, nds ndo vamos entrar em detalhes. A Figura 4.8 mostra
a forma geral de uma possivel funcdo de onda. As caracteristicas
mais marcantes desta funcio de onda sdo suas extremidades expo-
nenciais, “caudas” que se estendem para fora do poco em penetran-
do em regides que sdo proibidos pela mecinica newtoniana (porque
nessas regioes a particula teria energia cinética negativa). Vemos
que ha alguma probabilidade de encontrar a particula fora do poco,
apesar do fato de que na mecanica classica isso ¢ impossivel. Esta
penetracdo em regides classicamente proibidas ¢ um efeito quantico

que ndo tem analogia classica para particulas.

w'ﬂb" 'ﬂ".l ﬁ\.

Comparando o Po¢o QuadradoFinito com o

Poco Infinito

Vamos continuar a comparacio do poco de potencial finito com o
poco infinitamente profundo. Primeiro, porque as fun¢des de onda
do poco finito, ndo sdo zero em x=0 e x=L, isto acarreta que o
comprimento de onda da parte senoidal de cada funcio de onda

no poco finito ¢ maior do que a correspondente no pogo infinito



(a funcdo de onda penetra na parede). De acordo com a relacio
p=h/A um aumento de A corresponde a diminuicio do momento
linear e, portanto, uma reducio na energia. Assim, comparando
pocos com mesma largura, vemos que cada nivel de energia, in-
cluindo o nivel fundamental, ¢ menor para um poco finito do que
para um pogo infinitamente profundo com mesma largura.
Segundo, um pogo com profundidade finita U, tem um numero
finito de estados ligados e niveis de energia correspondentes, em
relacdo ao numero infinito de um pogo infinitamente profundo. A
quantidade de niveis existentes depende do valor de U, em compa-
racdo com a energia do estado fundamental do poco infinito, que

chamaremos agora de E_. De acordo com a Equacdo 4.21,

(mh)

o

Quando o U, ¢ muito maior do que E_ (um pogo muito fundo),
ha muitos estados ligados, e as energias dos poucos niveis mais
baixos sdo quase as mesmas que as energias para po¢o o infini-
tamente profundo. Quando U, € apenas um pouco maior que E_,
existem apenas alguns estados ligados. (Mas sempre ha pelo menos
um estado ligado, ndo importa o quédo raso ¢ o poco) Tal como
acontece com o pogo infinitamente profundo, ndo ha nenhum esta-
do com E=0; tal Estado violaria o principio da incerteza. A Figura
4.9 mostra o caso particular em que U =6E , e neste caso ha trés
estados ligados. Os niveis de energia sdo expressos como fracdes
da profundidade U, do pogo e como multiplos de E_. Observe que,

se 0 poco tivesse uma profundidade infinita, os trés niveis mais

Equacdo 4.32

D o dUEtE0 ol

Figura 4.9
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baixo, conforme ¢ dada pela Equacédo 4.21, seria E_, 4E_e 9E . As
funcdes de onda para os trés estados ligados também sido mostra-
das. Acontece que quando o U, € menor do que E_, ha apenas um
estado ligado. No limite quando o U, ¢ muito menor do E_ (um
poc¢o muito raso ou muito estreito), a energia deste estado unico é

aproximadamente E=0,68U..

Y

7\/\f .
Y,

/ \

o

A Figura 4.10 mostra graficos da probabilidade distribuicdes,
isto é, os valores de |i(x)|* para as funcées de onda mostrado na
Figura 4.9a. Tal como acontece com o pogo infinito, nem todas
as posicdes sdo igualmente provaveis. Nés ja comentamos sobre
a possibilidade de encontrar a particula fora do pocgo, nas regides
classicamente proibida.

Existem também estados para os quais E € maior do que U,
Neste caso, a particula esta ligada, mas esta livre para percorrer
todos os valores de x. Assim, qualquer energia E maior do que o
U, € possivel. Estes estados de particulas livres, assim, formam um
“continuum” em vez de um conjunto discreto de estados com niveis
de energia determinados. As funcées de onda de particula livre sdo
senoidais dentro e fora do poco. O comprimento de onda ¢ menor
no interior do poco do que fora, o que corresponde a uma maior
energia cinética no interior do poco do que fora dele.

0 poco de potencial quadrado descrito nesta secio tem inumeras
aplicacdes praticas. Mencionamos anteriormente o exemplo de um
elétron dentro de uma chapa metalica. Uma versao tridimensional,
em que U, ¢ zero dentro de uma regido esférica com raio R e tem
valor U, fornece um modelo simples para representar a interagao

de um néutron com um nucleo em experimentos de espalhamento



de néutrons. Neste contexto, o modelo ¢ chamado de modelo de
bola de cristal para o nucleo, porque néutrons interagindo com um
potencial deste tipo estdo espalhados de uma forma que ¢ andloga

a dispersdo da luz por uma bola de cristal.

Figura 4.1

A Figura 4.11 ¢ uma demonstracio grafica de particulas em um

poco de potencial finito de duas dimensdes.
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capitulo 5

Atomo de um Elétron, Atomos

Multieletronicos e Excitacoes de Raio X



Estrutura Atdmica

Alguns fisicos afirmam que toda a quimica esta contido na Equa-
cdo de Schrodinger. Isso ¢ um pouco de exagero, mas essa equacio
pode nos ensinar sobre o comportamento de elementos quimicos
e da natureza das ligacdes quimicas. Ela fornece “insights” sobre
como a tabela periodica dos elementos ¢ organizada, e fornece a
descricdo microscopica do magnetismo.

Podemos aprender muito sobre a estrutura e propriedades de
todos os atomos de as solugdes para a equacio de Schrédinger para
o atomo de hidrogénio. Estas solucées apresentam valores quan-
tizados do momento angular; ndo precisamos fazer um postulado
separado sobre a quantizacdo como fizemos com o modelo de Bohr.
Nds rotulamos os estados com um conjunto de numeros quanticos,
que usaremos mais tarde, com atomos de muitos elétrons também.
Veremos que o elétron também possui um intrinseco momento
angular que chamamos de “spin”, além do momento angular orbital
associado a seu movimento.

Também vamos estudar o principio de exclusido, uma espécie
de regra de ocupacdo microscopica que ¢ a chave para compreen-
der atomos de muitos elétrons. Este principio diz que nio existem
dois elétrons em um atomo pode ter o mesmo Estado quéantico.
Finalmente, vamos usar os principios deste capitulo para explicar

a caracteristica do espectro de raio X dos atomos.

0 Atomo de Hidrogénio

No modelo de Bohr, os elétrons se movem em Odrbitas circulares,
como particulas classicas, mas com valores quantizados do momen-
to angular. Embora este modelo forneca niveis de energia correto
do atomo de hidrogénio, deduzidas a partir do espectro, possuia
muitas dificuldades conceituais. No modelo de Bohr a fisica clds-
sica aparece mesclada com os novos conceitos; isto gera situacdes
aparentemente contraditorias. Ele nio forneceu “insights” sobre o
processo pelo qual os fotons sdo emitido e absorvido. Ndo poderia

ser generalizado para dtomos com mais de um elétron. Ele previu
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Equacgdo 5.1

Equagdo 5.2

propriedades magnéticas erradas para o atomo de hidrogénio. E
talvez mais importante, a sua imagem do elétron como uma par-
ticula pontual localizada era incompativel com a visdo mais geral
que desenvolvemos no capitulo anterior. Para ir além do modelo
de Bohr, vamos aplicar a equacdo Schrodinger para encontrar as
funcoes de onda para os estados estacionarios (estados de energia

definida) do hidrogénio atomo.

A equacio de Schrodinger para o Atomo

de Hidrogénio

O problema do dtomo de hidrogénio ¢ melhor formulado em coor-
denadas esféricas (1,0,¢), mostradas na Figura 5.1. A energia poten-

cial ¢ entdo simplesmente

1 €

are, r

A equacido Schrodinger com esta funcio de energia potencial
pode ser resolvida exatamente, e as solu¢des sdo combinacdes de
funcdes familiares. Sem entrar em um monte de detalhes, podemos
descrever as caracteristicas mais importantes do procedimento e
os resultados. Primeiro, as solucdes sdo obtidas por um método
chamado de separagdo de varidveis, no qual expressamos a funcéo
de onda Y(1,6,¢p) como um produto de trés funcdes, cada uma delas

dependendo de apenas uma das trés coordenadas:

......................................................................................... y(r,0,0) = R(r)O(0)D(op) ).

carga positiva

T

Figura 5.1
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Isto é, a funcdo R(r) depende apenas de r, ©(6) depende apenas
de 6 e ¢(¢) depende apenas de ¢. Quando substituimos a Equacéo
5.2 na equacdo de Schrodinger temos trés equacdes separadas,
cada uma contendo apenas uma das coordenadas. Esta ¢ uma
simplificacdo enorme, que reduz o problema de resolver uma
equacdo diferencial parcial bastante complexa com trés variaveis

independentes, a um problema muito mais simples de resolver com



trés diferentes equacdes diferenciais ordinarias, com uma variavel
independente cada uma.

As solugoes fisicamente aceitaveis destes trés equagdes sdo
determinadas por condicées de contorno. A fungéo radial R(r) deve
se aproximar de zero em r grande, porque estamos descrevendo
estados ligados do elétron que estdo localizadas perto do nucleo. As
funcoes angulares 0(0) e d(p) devem ser periodica. Por exemplo,
(1,.0,0) e (1,0,p+27) descrevem o mesmo ponto, entdo ¢(p) deve ser
igual a (p+27). Além disso, funcoes angulares devem ser finita
para todos os valores relevantes dos angulos. Por exemplo, ha
solucdes da equagdo que se tornam infinitas em 6=0 e O=n, estes
valores sdo inaceitaveis, ja que W(r,0,p) deve ser normalizavel.

A funcéo radial R(r) deve ser uma funcio exponencial do tipo
e, (sendo que a ¢ positivo) multiplicado por um polinémio em r.
As funcdes ©(B) sido constituidas por polindmios contendo diversas
poténcias de sinf e de cosB, e as fungdes ¢(¢p) sdo simplesmente
proporcionais a €™, sendo que m, ¢ um nimero inteiro que pode
ser positivo, zero, ou negativo. No processo de encontrar solucdes
que satisfacam as condicdes de contorno, nés encontrar também os
niveis de energia correspondentes. Suas energias, que denotamos
por E, (n=1,2,3,...), acabam por ser idénticos aos do modelo de Bohr,
com a massa de repouso m de elétrons substituida pela massa redu-

h

zida. Reescrevemos essa equacio usando 7 = 55 € temos

1 me' 13,6 eV Equacio 5.3
! (4w e,) 2n°H’ nt

Vamos chamar n o numero quantico principal para o nivel de
energia E . O resultado da Equagéo 5.3 pode ser obtidos a partir da
equacdo ¢ uma Schrodinger. A analise de Schrédinger ¢ bastante
diferente do modelo de Bohr, formal e conceitualmente, embora
ambos fornecam o mesmo resultado para os niveis de energia,
apresentam um esquema que concorda com as energias determi-
nadas a partir de espectros dos experimentos. Como veremos, a
analise Schrodinger pode explicar muitos aspectos do atomo de

hidrogénio que o modelo de Bohr néo explica.
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Quantizacdo de momento angular orbital

As solucdes que satisfazem as condi¢des de contorno acima mencio-
nados também tém valores quantizados do momento angular orbital.
Ou seja, apenas certos valores discretos da magnitude, e compo-
nentes do momento angular orbital sdo permitidos. Ao discutir o
modelo de Bohr, nés mencionamos que quantizacdo do momento
angular foi um resultado sem nunhuma justificativa fundamental.
Usando a Equacio de Schrédinger ele aparece automaticamente!
Os valores possiveis do médulo L do momento angular orbital
sdo determinado pela exigéncia de que o e funcio de onda ©(B), que
deve ser finita em 8=0 e para 8=7. Em um nivel de energia E, com
numero principal n, que informa em que camada esta o elétron, os

valores possiveis de L sdo

..................................... L=nyl(l+1) (1=0,1,2,.. n—1).

0 numero quantico do mdédulo do momento angular orbital, I,
¢ chamado de numero quantico orbital. No modelo de Bohr, cada
nivel de energia corresponde a um unico valor do momento angu-
lar. Contudo a Equacdo 5.4 mostra que de fato existem n diferentes
valores possiveis de L para o nivel de energia n. Uma caracteristica
interessante da Equacdo 5.4 ¢ que o momento angular orbital ¢ zero
para estados com [=0. Este resultado discorda do modelo de Bohr,
no qual o elétron sempre se move em um circulo de raio definido,
e L nunca é zero. A funcio de onda yi(r) para I=0 depende apenas
de r; as funcoes O(B) e d(¢) sdo constantes. Assim, as funcdes de
onda para estados /=0 sdo esfericamente simétricas; ndo ha nada
em sua distribuicdo de probabilidade |[{(x)|> a favor de uma direcéo
em relacdo a qualquer outra, e ndo ha momento angular orbital.

Os valores permitidos dos componentes do vetor L em deter-
minadas diregdes, por exemplo, a componente L, sdo determinados
impondo-se a seguinte condicdo: a funcdo de onda ¢(¢) deve ser

igual a ¢(¢p+27). Os valores possiveis de L, sdo

..................................... L =nmm, (m =0,11,£2,...,1I).

Vemos que os valores de m, podem ser zero ou um numero

inteiro positivo ou negativo, mas ndo maior em mddulo do que [



(no médximo igual a I). Ou seja, |m,|<I. Por exemplo, quando /=1, m,
pode ser igual a 1, 0 ou -1. Vamos chamar m, de numero quantico
magnético orbital, ou simplesmente numero quantico magnético.
A componente L nunca pode ser igual a L (a menos que ambos
sejam zero). Por exemplo, quando [=2, o maior valor possivel de m,

¢ também igual a 2, entdo as Equacées 5.4 e 5.5 ddo

L=n22+1) =6, e L, =2h

Figura 5.2

A Figura 5.2 mostra essa situacdo. O valor minimo do angulo

0, entre o vetor L e o eixo z ¢ dado por:

0, =cos™ L
L

A concluséo € que |L | ¢ sempre menor que L também ¢ exigido
pelo principio da incerteza. Suponhamos que poderiamos conhecer
a direcdo precisa do momento angular orbital: Entdo poderiamos
deixar que esta seja a dire¢do do eixo z, L e seria igual a L. Isso
corresponde a uma particula que se move somente no plano .xy,
caso em que a componente z do momento linear p seria zero, e
portanto néo haveria incerteza Ap . Entéo o principio da incerteza
AzAp >h, iria requerer uma incerteza infinita em Az. Isso € impos-
sivel para um estado localizado; podemos concluir que ndo pode-
mos saber a direcio de L com precisio. Assim, como ja foi dito,
a componente de L em uma determinada direciio nunca pode ser
tdo grande quanto a sua magnitude L. Além disso, se ndo podemos
conhecer a direcio de L precisamente, ndo podemos determinar a
componentes L e L precisamente. Assim nos mostramos cones de

direcdes possiveis para L na Figura 5.2b.
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Vocé pode se perguntar por que destacamos do eixo z pre-
ferencialmente. Nao ha nenhuma razido fundamental para isso, o
atomo, certamente nio se importa com o sistema de coordenadas
que usamos. O ponto ¢ que ndo podemos determinar todas as trés
componentes do momento angular orbital com certeza, assim que
nos arbitrariamente escolhemos uma como o componente que
queremos medir. Quando discutimos as interacdes do atomo com
um campo magnético, vamos sempre escolher o eixo positivo dos z

para estar na direcdo e sentido de B.

Notacdo dos Numeros Quéanticos

AS FUNCOES DE ONDA PARA o dtomo de hidrogénio sio deter-
minadas pelos valores de trés numeros quanticos: n, I, e m. A
energia E ¢ determinado pelo numero quéntico principal n de
acordo com Equacdo 5.3. O modulo do momento angular orbital
¢ determinado pelo numero quantico orbital I/, como na Equacéo
5.4. 0 componente do momento angular orbital em uma direcio
de um eixo especifico (habitualmente o eixo z) é determinado pelo
numero quantico magnético m, como na Equagdo 5.5. A energia
ndo depende dos valores de [, ou m, (Figura 5.3), entdo para cada
nivel de energia E, dado pela Equacéo 5.3, ha mais de um estado
distinto a ter a mesma energia, porém diferentes numeros quan-
ticos. A existéncia de mais de um estado distinto, com a mesma
energia ¢ chamado de degenerescéncia, e ndo tem contrapartida
no modelo de Bohr.

Estados com diferentes valores do numero quantico orbital [

sdo rotulados com letras, de acordo com o seguinte esquema:

l Estado
0 S
1 P
2 d
3 f
4 g
5 h

e assim por diante em ordem alfabética. Esta escolha aparente-



mente irracional das letras s, p, d, e f tem sua origem no inicio dos
estudos de espectroscopia e ndo tem significado fundamental. Em
uma forma importante de notacio espectroscopica que usaremos
muitas vezes, um estado com n=2 e [=1 ¢ chamado de estado 2p, um
estado com n=4 e [=0 ¢ um Estado 4s, e assim por diante. Apenas
estados s(/=0) sdo esfericamente simétricos.

Aqui esta mais um pouco de notagcdo. A extensio radial das
funcdes de onda aumenta com o numero quantico principal n, e
podemos falar de uma regido de espaco associado a um determi-
nado valor de n como uma camada. Especialmente em discussoes
de atomos de muitos elétrons, essas camadas sdo indicados por

letras maiusculas:

n Camada
1 K
2 L
3 M
4 N
5 0 Tabela 5.2
e assim por diante em ordem alfabética. Para cada n, valores dife-
rentes de I correspondem a diferentes subcamadas. Por exemplo, a
camada L (n=2) contém a 2s e 2p subcamadas.
A Tabela 5.3 mostra algumas das possiveis combinacdes dos
numeros quanticos n, I, e m, por fungdes de onda do dtomo de hi-
drogénio. A notacdo espectroscopica e a notacdo para cada camada
também sdo mostrados.
n I m, Notacdo Espectroscopica Camada
1 0 0 1s K
2 0 0 2s
2 1 -1, 0,1 2p } b
3 0 0 3s
3 1 -1,0, 1 3p M
3 2 -2,-1,0, 1,2 3d
4 0 0 4s N Tabela 5.3
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Equacdo 5.6

Equagdo 5.7

Distribuicoes de Probabilidade do Eletron

Ao invés de imaginar o elétron como uma particula pontual que se
move em um circulo preciso, a equacdo de Schrédinger da uma distri-
buicio de probabilidade em torno do nucleo. Porque as distribuigcdes
de probabilidade do atomo de hidrogénio sdo tridimensionais, sédo
mais dificeis de visualizar do que as orbitas bidimensional circular
do modelo de Bohr. E 1til considerar a distribuicio de probabilida-
de radial P(r), que é a probabilidade por unidade de comprimento
radial para o elétron a certa distincia dos protons. A probabilidade
de encontrar o elétron em um elemento de pequeno volume dV ¢é
[P|2dV. (Supomos que  é normalizada, ou seja, que a integral de
[Pr|2dV sobre todo o espaco é igual a unidade, de modo que é 100%
de probabilidade de encontrar o elétron em algum lugar do universo.)
Vamos tomar como elemento de volume uma casca fina esférica de
raio r interno e raio externo r + dr. O volume dV dessa casca ¢ de

aproximadamente sua area 4s;rr* multiplicado por sua espessura dr:

..................................... dV = 4nridr.

Denotamos por P(r)dr a probabilidade de encontrar a particula

dentro da camada radial dr, entdo,

..................................... P(r)dr =|y|" aV = || 4xr’dr.

Para fungdes de onda que dependem de (1,6,¢p), usamos o valor da

média de |[|> sobre todos os dngulos na Equacéo 5.7.
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A Figura 5.4 mostra graficos de P(r) para varias funcoes de
onda do atomo de hidrogénio. As escalas em r ¢ indicada em mul-
tiplos de “a”, sendo “a” a menor distancia entre o elétron e o nucleo
do modelo de Bohr:



_ &I _4me, W

a 2
m, e m.e

=5.29x10""'m. (raio de Bohr) Equacdo 58

Assim como para uma particula em uma caixa, existem algumas
posicdes onde a probabilidade ¢ zero. Mas, novamente, o principio
da incerteza nos diz para ndo se preocupar; nio podemos localizar
exatamente o elétron de qualquer maneira. Note-se que para os
estados com valores de [ maiores possiveis para cada n (como ¢ para
os estados 1s, 2p, 3d, e 4f), P(r) tem um unico maximo em r=na.
Para esses estados, o elétron ¢ mais provavel de ser encontrado na
distancia do nucleo que ¢ previsto pelo modelo de Bohr, r=n?a.

A Figura 5.4 mostra fungdes de distribuicdo radial de pro-
babilidade P(r)=4=7*|{|?, que indica a probabilidade relativa de
encontrar o elétron dentro de uma fina camada esférica de raio r.
Pelo contrario, as Figuras 5.5 e 5.6 mostram, em trés dimensoes,
funcoes distribuicdo de probabilidade |[J]?, que indica a probabili-
dade relativa de encontrar o elétron dentro de uma pequena caixa
em uma determinada posicdo. Quanto mais escura a “nuvem” maior
o valor de [y

A Figura 5.5 mostra seccdes transversais das nuvens esferi-
camente simétrica de probabilidade das trés subcamadas s, para o

qual |Js|> depende apenas da radial coordenada r.

Figura 5.5

Atomo de Hidrogénio

A Figura 5.6 mostra seccdes transversais das nuvens de elé-
trons para outros estados para os quais uma [Js|> depende tanto
de r quanto de 6. Em todos os estados estacionarios do atomo de

hidrogénio, [{s|? é independente de ¢.
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O spin do Elétron

Apesar do sucesso da equagio de Schrodinger na previsdo dos niveis
de energia dos o dtomo de hidrogénio, observacdes experimentais
indicam que o modelo ndo diz toda a histéria do comportamento
dos elétrons nos atomos. Primeiro, porque os espectroscopistas

encontraram outros desdobramentos, além dos que ja vimos.

O experimento de Stern-Gerlach

Otto Stern e Gerlach Walter, em 1922 na Alemanha, estavam pes-
quisando efeitos de campos magnéticos em feixe atomico. Quando
eles fizeram um feixe de dtomos neutros passar por um campo
magnético nido uniforme (Figura 5.7), os atomos eram desviada
de acordo com a orientacdo dos seus momentos magnéticos com
relacdo ao campo. Estas experiéncias demonstraram a quantizacdo
do momento angular de uma maneira muito direta. Se houvesse
apenas momento angular orbital, o campo magnético causaria de-
flexdes que iriam dividir o feixe em um numero impar (21+1) de
diferentes componentes. No entanto, alguns feixes atobmicos foram
divididos em um numero par de componentes. Se usarmos um j
simbolo diferente para um nimero quantico de momento angular,
a configuracio 2j+1 igual a um numero ainda da j=1/2, 3/2, 5/2...,

sugerindo um momento angular semi-inteiro. Isso ndo pode ser



entendido com base no modelo de Bohr e imagens similares da
estrutura atdbmica dadas somente pela Eugacio de Schrodinger.
Em 1925, dois estudantes de pds-graduacdo na Holanda, Sa-
muel Goudsmidt e George Uhlenbeck, propuseram que o elétron
pode ter algum movimento adicional. Usando um modelo semi-
classico, eles sugeriram que o elétron pode se comportar como
uma esfera de carga rodando, em vez de uma particula. Se for
assim, teria um adicional de momentum angular adicional de spin
(rotacdo), e um correspondente momento angular magnético. Se
estes eram quantizadas da mesma forma que o momento angular
orbital e momento magnético, eles podem ajudar a explicar o que

era observado nos nivel de energia.
Uma analogia para o spin do Elétron

Para introduzir o conceito de spin do elétron, vamos comecar com
uma analogia. A terra viaja em uma drbita quase circular em torno
do sol e, a0 mesmo tempo em que gira em torno de seu eixo. Cada
movimento tem seu momento angular associados: que chamamos
de orbital (rotacio em torno do Sol) e momento angular de spin
(rotacdo em torno de seu eixo) respectivamente. 0 momento angu-
lar total da terra ¢ a soma vetorial dos dois. Se fossemos modelar
a Terra como um unico ponto, ele ndo teria nenhum momento de
inércia sobre seu eixo de rotacdo e, portanto, nenhuma rotacéo
momentum angular. Mas quando o nosso modelo inclui o tamanho
finito da terra, o momento angular de rotacdo intrinseca-spin,
torna-se possivel.

No modelo de Bohr, suponha que o elétron nio ¢ apenas uma
carga pontual, mas uma pequena esfera que se move em Orbita.
Seguimdo o raciocinio, o elétron nio so tem momento angular
orbital, mas também momento angular de rotacdo em torno de seu
eixo. A esfera carrega uma carga elétrica, de modo que o movimen-
to de rotacdo leva a “loops” de corrente produzindo um momento

magnético.
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1
..................................... S, =mh (ms = i—)

Numeros Quanticos de Spin

Como momento angular orbital o momento angular de spin de
um elétron (indicado por §] ¢ quantizado. Suponha que temos
alguns aparelhos que medem um determinado componente de §,
digamos que a componente S,. Achamos que o apenas os valores

possiveis sdo

Esta relagdo lembra a expressdo, L =mh para a componente z.
A Equacio 5.9 também sugere que a magnitude S do momentum
angular de spin ¢ dada por uma expressio analoga a Equacio
5.4, com o numero quantico orbital 1 substituido pelo numero

quantico de spin s=%,

O elétron ¢ muitas vezes chamado de “particula com spin- %
O modelo de Bohr dd uma visdo simplista do comportamento de
elétrons. Em mecanica quantica, as 6rbitas de Bohr sdo substituidas
por distribuicoes de probabilidade |{s|>, ndo podemos realmente ter
uma imagem do spin do elétron. Se visualizarmos uma distribuigédo
de probabilidade como uma nuvem que envolve o nucleo, entdo
podemos imaginar minuscula setas distribuidas por toda a nuvem,
com todas as setas apontadas para cima ou para baixo. Mas néo
tome essa imagem muito a sério. Para identificar completamente o
estado do elétron em um atomo de hidrogénio, precisamos agora
de um quarto numero quantico m para especificar a orientacdo do
1

spin do elétron. Para um elétron damos m o valor +5 ou -% para

concordar com a Equacéo 5.9:

2

0 momento angular de spin S s6 pode ter duas orientacdes no

espaco em relacdo ao eixo z: “spin up” com uma componente z de



+1/2h e “spin down” com uma componente de z -1/2h. A componen-
te z do momento magnético de spin associados (u) acaba por estar

relacionada com S, por

Uo=—(2,0232)-S, Equagdo 5,12
z 2m z

onde -e e m sdo (como de costume) a carga e a massa do elétron;
quando o atomo ¢ colocado em um campo magnético, a energia de
interacfio —fi- S entre o momento de dipolo magnético de spin com
o campo magnético faz com que aparecam desdobramentos adicio-
nais nos niveis de energia e nas linhas de espectro correspondente.
A Equacéo 5.12 mostra que a razdo giromagnética para o spin do
elétron é aproximadamente duas vezes o valor e/2m, que surge
quando estudamos o momento angular orbital e momento de dipolo
magnético. Este resultado ndo tem analogico classico. Mas em 1928
Paul Dirac desenvolveu uma generalizacao relativistica da equagdo
de Schrodinger para elétrons. Sua equacdo deu uma razio de spin
giromagnética de exatamente 2(e/2m). Demorou mais de duas dé-
cadas para se desenvolver a area da fisica chamada eletrodinamica
quantica, abreviado QED, que prevé o valor atual que temos, com
“apenas” seis algarismos significativos que 2,00232. Na verdade, a
QED agora prevé um valor que concorda com uma medicdo recente
de (2006): 2,00231930436170 (152), tornando a QED teoria mais
precisa em toda a ciéncia. Os Fisicos Sin-Itiro Tomonaga, Julian
Schwinger e Richard Feynman foram conjuntamente premiado com

um prémio Nobel de Fisica em 1965 por seu trabalho nesta area.

Campo magnético Figura 5.7

L e L I e e e
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Atomos com Muitos Elétrons e o Principio

da Exclusao

Até agora, a nossa analise da estrutura atdbmica tem se concentrado
sobre o atomo de hidrogénio. Isso é natural; hidrogénio neutro, com
apenas um elétron, ¢ o &tomo mais simples. Se ndo podemos compre-
ender o hidrogénio, nds certamente nio podemos entender mais nada
complexo. Mas agora vamos passar para atomos de muitos elétrons.
Em geral, um dtomo em seu estado (eletricamente neutros) normal
tem Z elétrons e Z protons. Lembre de que chamamos de Z o numero
atomico. O total de carga elétrica de um atomo ¢ exatamente zero
porque o néutron nio tem carga, enquanto os protons e os elétrons
tém a mesma maguitude de carga, mas de sinal contrario.

Podemos aplicar a equagdo Schrodinger para este atomo geral.
No entanto, a complexidade da analise aumenta muito rapidamente
com o aumento da Z. Cada um dos Z elétrons interage nio s6 com
o nucleo, mas também com outros elétrons. As fungdes de onda e
a energia potencial sdo func¢des das 3Z coordenadas, e a equacio
contém derivadas de segunda ordem com respeito a todas essas va-
ridveis. O problema matematico de encontrar solugdes de equacdes
tdo complexas, que néo foi resolvido exatamente até mesmo para o
atomo de hélio neutro, que tem apenas dois elétrons.

Felizmente, varios esquemas de aproximacio estdo disponi-
veis. A mais simples aproximacio ¢ ignorar todas as interacdes
entre elétrons e considerar cada elétron como se movendo sob
a Unica acdo do nucleo (considerado uma carga pontual). Nesta
aproximacdo a fungdo de onda de cada elétron ¢ uma fung¢do como
aqueles para o dtomo de hidrogénio, especificado por quatro niume-
ros quanticos (n, I, m,,m); a carga nuclear ¢ Ze, em vez de e. Isto
requer a substituicdo de cada fator de e*nas fungdes de onda e nos
niveis de energia por Ze*. Em particular, os niveis de energia sédo
dadas pela Equacéo 5.3, com com o fator e* substituido por Ze*:

1 mZ 7136 ¢V

- (4me,) 2n’n’ - n’




Esta aproximacéio ¢ bastante drastica, quando existem muitos
elétrons, a sua interagdes uns com os outros sdo tio importantes
quanto a interacdo de cada um com o nucleo. Portanto, este modelo

nio ¢ muito util para previsdes quantitativas.

A aproximacao de Campo Central

A APROXIMACAO MENOS DRASTICA E mais util é pensar em
todos os elétrons juntos, como uma nuvem que ¢, em média, de
simétria esférica. Podemos, entdo, pensar em cada elétron indi-
vidual, movendo-se no campo elétrico total devido ao nucleo e
uma nuvem média em volta do nucleo de todos os outros elétrons.
Ha uma correspondente funcio U(r) esfericamente simétrica para
a energia potencial. Este receitudrio ¢ chamado de aproximacio
de campo central, que fornece um ponto de partida util para a
compreensdo da estrutura atomica. Se vocé esta desapontado que
nos temos que fazer aproximagdes em um estagio inicial em nossa
discussdo, tenha em mente que estamos lidando com problemas
que, inicialmente, desafiou todas as tentativas de analise, com ou
sem aproximacoes.

Na aproximacgdo de campo central podemos novamente tratar
funcdes de onda de apenas um elétron. A equacgio Schriidinger di-
fere da equacéo para o hidrogénio somente no fato que a funcio de
energia potencial 1/r é substituida por uma funcio diferente U(r).
Mas verifica-se que em U(r) ndo entra nas equagoes diferenciais
para e ©(8) e ¢(p). Essas funcdes angulares sdo exatamente as
mesmas que para o hidrogénio, e os estados de momento angular
orbital também sdo os mesmos de antes. Os numeros quanticos [, m,
e m_, ttm o mesmo significado que antes, e da magnitude e compo-
nente z de o momentum angular orbital sdo novamente dadas pelas
Equacdes 5.4 e 5.5.

As funcoes de onda radial e as probabilidades sido diferentes
do atomo de hidrogénio por causa da mudanga em U(r), entdo os
niveis de energia ja ndo sdo dadas pela Equacdo 5.3. Ainda pode-
mos rotular um estado usando os quatro nimeros quénticos (n, I,

m,, m). Em geral, a energia de um estado depende agora de ambos
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..................................... n>1, 0<I<n-1, |m|<Il, m

os n e l,em vez de apenas em n como com hidrogénio. As restricdes

sobre os valores dos numeros quanticos sdo os mesmo de antes:

s L

N | —

O Principio de Exclusao

Para entender a estrutura de atomos com muitos elétrons, precisa-
mos de um principio adicional, o principio de exclusdo. Para ver
por que esse principio ¢ necessario, vamos considerar o estado de
menor energia ou estado fundamental de um atomo com muitos
elétrons. Nos estados de um elétron do modelo de aproximacéo do
campo central, ha um estado de menor energia (correspondente
a um estado n=1 do hidrogénio). Podemos esperar que no estado
fundamental de um atomo complexo, todos os elétrons devem estar
menor estado de energia. Se vocé concorda, entdo devemos ver ape-
nas mudancas graduais nas propriedades fisicas e quimicas quando
olharmos para o comportamento de dtomos com um numero cres-
cente de elétrons (Z). Tais mudancas graduais ndo sido observadas.
Em vez disso, as propriedades dos elementos podem variar muito de
um Z para o outro Z+1; cada elemento tendo sua propria e distinta
“personalidade”. Por exemplo, os elementos: fluor, neon, e sédio
tém 9, 10 e 11 elétrons, respectivamente, por atomo. Fliuor (Z=9)
¢ um halogéneo, que tende fortemente para formar compostos em
que cada atomo de flior adquire um elétron extra. O sédio (Z=11) é
um metal alcalino, que formam compostos em que cada atomo de
sodio perde um elétron. Nednio (Z=10) é um gas nobre, formando
ndo se combinando com nenhum outro atomo. Essas observacdes
mostram que no estado fundamental de um atomo complexo os
elétrons ndo podem estar todos nos estados de menor energia. Mas
por que ndo? A chave para este enigma, descoberta pelo fisico
austriaco Wolfgang Pauli em 1925, ¢ chamado de principio de
exclusdo. Este principio estabelece que dois elétrons ndao podem
ocupar o mesmo estado quantico em um determinado do sistema.
Ou seja, ndo ha dois elétrons em um atomo que apresentem os

mesmos valores de todos os quatro nimeros quénticos (n, 1, m, mg).



Cada estado quantico corresponde a uma certa distribuicdo da “nuvem” de elétrons
no espaco. Portanto decorre que, ndo mais que dois elétrons com valores opostos de
spin pode ocupar a mesma regido do espaco. Nés ndo devemos tomar esta ultima
declaracdo muito a sério, porque as funcdes de probabilidade de elétrons ndo tém
fronteiras definidas. Mas o principio de exclusio limita a quantidade que funcdes de
onda de elétrons que podem se sobrepor. Pense nisso como uma mecanica quantica
analoga a anterior somente com uma regra a mais: como uma regra que permite que

a ocupacio de sala de aula, por exemplo, seja de apenas um aluno por carteira.
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Solidos: Condutores,
Semicondutores e Supercondutores



Bandas de Energia

0 conceito de banda de energia, lancado em 1928 (Figura 6.1), ¢ de
grande ajuda para se compreender varias propriedades de solidos.
Para introduzir a idéia, suponha que exista um grande numero N
de atomos idénticos, longe o suficiente para que suas interacdes
sejam despreziveis. Cada atomo tem o mesmo diagrama de niveis
de energia. Podemos tracar um diagrama de niveis de energia para
o sistema como um todo. Ele sera um superposicio de orbitais de
atmos individuais, e vai se parecer com o diagrama de um unico
atomo, mas o principio de exclusido, aplicado a todo o sistema,
permitird a cada estado ser ocupado por elétrons N, em vez de

apenas um.

Figura 6.1

Vamos descrever como isto ocorre: comecamos a empurrar
os atomos uniformemente mais proximos. Por interacdes elétrica
e pelo principio de exclusdo, as funcées de onda se superpondo
comecam a se distorcer, especialmente as que descrevem o elétron
das camadas mais externas, ou os elétrons de valéncia. As corres-
pondentes energias de ocupacdo das camadas eletronicas também
mudam, alguns para cima e algumas para baixo. Entdo as funcées
de onda de elétrons tornam-se menos localizada e se estendem por
mais e mais atomos. Assim, os estados de valéncia (das camadas
eletronicas de um atomo) que anteriormente eram bem definidas,
estabelecendo onde cada elétron iria habitar, comecam a se fundir
em regides que chamamos de bandas (Figura 6.1). Ordinariamente,

N é muito grande, da ordem do numero de Avogadro (10**), deste
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modo possamos a tratar os niveis que colapsaram para formar a
banda, como formando uma distribuicdo continua de energias
dentro da banda. Entre as bandas de energia adjacentes existem la-
cunas ou regides proibidas. Os elétrons internos sdo menos influen-
ciadospelos atomo vizinhos, e seus niveis tem uma superposicdo

menor, formando uma banda muito estreita.

Isolantes, semicondutores e condutores

A natureza das bandas de energia determina se o material ¢ um
isolante elétrico, um semicondutor ou um condutor. Em particular,
o que importa ¢ em que medida os estados em cada banda estdo
ocupados e o espacamento, ou lacuna de energia entre bandas
adjacentes. Um fator crucial ¢ o principio de exclusdo, que afirma
que apenas um elétron pode ocupar um dado estado da mecanica
quantica.

Em isolantes a temperatura do zero absoluto, a banda de maior
energia que estd completamente cheia, ¢ chamada de banda de va-
léncia. Pode ser também a maior banda que tenha qualquer elétron.
A banda imediatamente superior, chamada de banda de conducéo,
¢ completamente ndo vazia ha elétrons em seus estados (Figura
6.1a). Imagine o que acontece se um campo elétrico for aplicado
a um material deste tipo. Para mover-se em resposta ao campo,
um elétron teria que entrar em um estado quantico diferente, com
uma energia um pouco diferentes. Ele ndo pode fazer isso, no en-
tanto, porque todos os estados vizinhos ja estdo ocupados. A unica
maneira desse elétron pode mover-se ¢é saltar através do gap de
energia, e alcancar a banda de conducio, onde ha abundancia de
estados vizinhos desocupados. Em qualquer temperatura acima do
zero absoluto ha alguma probabilidade desse salto poder acontecer,
porque um elétron pode ganhar energia a partir de movimento
térmico. Em um isolante, no entanto, a lacuna de energia (gap)
entre bandas de valéncia e de conducio pode ser de 5eV ou mais.
Esta quantidade de energia térmica a ser fornecida para o salto
do elétron ndo estd normalmente disponivel. Portanto pouca ou

nenhuma corrente flui em resposta a um campo elétrico aplicado,



e a condutividade elétrica é baixa. A condutividade térmica, que
também depende da mobilidade dos elétrons ¢ igualmente baixa.
Um isolante se torna um condutor, se for submetido a um cam-
po elétrico suficientemente grande, o que ¢ chamado de ruptura
dielétrica. Se o elétrico campo ¢é da ordem de 10"°V/m, ha uma
diferenca de potencial de alguns volts a uma distancia comparavel
as dimensdes de um atomo. Neste caso, o campo pode fazer um
trabalho suficiente em um elétron de valéncia para impulsiona-lo
através do gap de energia para a banda de conducéo. (Na pratica,
ocorre ruptura dielétrica para campos muito menor do que 10'°V/m
por causa das imperfeicoes da rede, que fornecer alguns estados de

energia mais acessivel dentro do gap de energia.)

[al ] [c]

Zr" TEEs anle em zserg LU semicondular Lem a mesma
absalula, nao '.,1 el eslrutura de um isolante, mas

na banda de condugao dpresen 1lre @ banda

Figura 6.2

Como em um isolante, um semicondutor no zero absoluto tem
uma banda de conducio vazia acima da banda de valéncia comple-
ta. A diferenca ¢ que em um semicondutor a diferenca de energia
entre essas bandas ¢ relativamente pequena e os elétrons podem
mais facilmente saltar para a banda de conducéo (Figura 6.2b). A
medida que a temperatura de um semicondutor aumenta, a popu-
lacdo na banda de conducdo aumenta muito rapidamente, assim
como a condutividade elétrica. Por exemplo, em um semicondutor
perto da temperatura ambiente, com um gap de energia de 1eV, o
numero de elétrons de conducdo dobra quando a temperatura se
eleva de apenas 10°C. Em um condutor, como um metal, ha elétrons

na banda de conducio, mesmo no zero absoluto (Figura 6.2c).
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O Elétron em Metais

Estudar os estados de energia dos elétrons em metais pode nos dar
um monte de “insights” para explicar suas propriedades elétricas e
magneéticas, as contribuicdes de elétrons ao calor especifico, e outros
comportamentos. Uma das caracteristicas distintivas de um metal é
que um ou mais elétrons de valéncia estdo separadas seu atomo de
origem e podem se mover livremente dentro do metal, com funcées de
onda que se estendem por muitos atomos.

No modelo de elétrons livres, se assume que esses elétrons estio
completamente livres no interior do material, que eles ndo interagem
com nada com os fons ou uns com os outros, mas que existe uma
barreira de potencial de energia infinita nas superficies do metal. As
funcdes de onda e niveis de energia sdo, entlo, as versoes tridimen-
sionais daqueles para as particulas em uma caixa que analisamos
anteriormente em uma dimensao.

Suponha que o caixa ¢ um cubo com lados de comprimento L
(Figura 6.3). Em seguida, as funcées de onda possiveis, analogas a
Equacédo 4.21, sdo

. hmwx . Ay . nnz
(x,v,z) = Asin =*—sin 2—sin -~
viny L L L

2

sendo (nI, n, nz) um conjunto de trés numeros quanticos positivos
inteiros que identificam o estado. Convido vocé a verificar que estas
funcdes sdo zero nas superficies do cubo, satisfazendo as condicoes
de contorno. Vocé também pode substituir a Equagdo 6.1 na equagio
Schroedinger tridimensional, com U=0 para mostram que as energias

dos estados sdo,

2 2 2 232
:(nx +n, +n, Jn°h

.................................... E .

2mL

Esta equacéo ¢ o andlogo tridimensional da Equacio 4.20 para os

niveis de energia de uma particula em uma caixa.



Densidade de Estados

Mais tarde vamos precisar saber o numero dn de estados quan-
ticos, cujas energias se encontram dentro de um dado intervalo
dE. O numero de estados quanticos por unidade de intervalo de
energia dn/dE é chamado de densidade de estados, denotado por

g(E). Vamos comecar por deduzir uma expressio para g(E). Pen-

se em um espaco tridimensional com as coordenadas (nr, n, nz)
(Figura 6.4). O raio obtido por n,2=n’+n’+n? Cada ponto com Figura 6.4
coordenada inteira nesse espaco representa um numero quantico
espacial.
Assim, cada ponto corresponde a uma unidade de volume no
espago, e o numero total de pontos com coordenadas inteiras no in-
terior de um esfera ¢ igual ao volume da esfera, %77:11,53. Porque todos
0S N0ssos 7 sdo positivos, devemos ter apenas um octante da esfera,
com um volume total, ou %(%nn,j). As particulas sdo elétrons, de
modo que cada ponto corresponde a dois estados com spins opostos
(m =+1/2), e o numero total n estados de elétron correspondentes
1 ( 4

aos pontos dentro do octante ¢ duas vezes, 3 Ezmrj), ou

i, Equacdo 6.3

A energia E de estados na superficie da esfera pode ser expres-

so em termos de n_. A Equagdo 6.2 torna-se

2 2. 2
E= n'rn, Equacio 6.4
2ml’

Podemos combinar as Equagdes 6.3 e 6.4 para obter uma re-
lacdo entre E e n que ndo tenha n . Nos vamos deixar os detalhes

como um exercicio e o resultado é

33
"= (2m)? VE? Equagao 6.5

P
sendo que V=L* ¢ o volume da caixa. A Equacdo 6.3 da o numero
total de estados com energias até E.

Para obter o numero de estados dn em uma energia de intervalo

dE, nos tratamos n e E como variaveis continuas e diferenciamos a
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equacio anterior para chegar a
3 1
(2m)*VE?
2
A densidade de estados g(E) é igual a dn/dE, e de acordo com
a Equacdo 6.6,
3
2mpvV 1
g(E) = gmy’y 2) B
27°h

Distribuicido de Fermi-Dirac

Precisamos saber qual ¢ a influéncia da temperatura em nosso
comportamento quantico, ou seja, como os elétrons estio distribu-
idos entre os varios estados quanticos em qualquer temperatura. A
distribuicdo de Maxwell-Boltzmann estados nos diz que o numero
médio de particulas em um estado de energia E ¢ proporcional a
e¥_ No entanto, ha duas razdes muito importantes por que nio se
deva usar a distribuicio de Maxwell-Boltzmann. A primeira razéo
¢ o principio de exclusido. No zero absoluto a fungcdo Maxwell-
Boltzmann prevé que todos os elétrons entrariam nos dois estados
fundamentais do sistema com n=n=n=1e m =+1/2. Mas o principio
de exclusdo permite apenas um de elétrons em cada estado. No zero
absoluto os elétrons podem preencher os menores estados disponi-
veis, mas, pelo principio de exclusdo, ndo ha espaco suficiente para
acomodar todos no menor estado. Assim, uma suposicdo razoavel
quanto a forma da distribuicdo seria Figura 6.5. A temperatura
zero absoluto os estados sdo preenchidos até algum valor E, e todos
os estados acima deste valor estdo vazios.

A segunda razdo pela qual ndo podemos usar a distribuicio de
Maxwell-Boltzmann ¢ mais sutil. A distribuicdo assume que esta-
mos lidando com particulas distinguiveis. Pode parecer que poderi-
amos colocar uma etiqueta em cada elétron para identifica-los. Mas
os elétrons se superpdem em sistemas quanticos como um metal,
e portanto sdo indistinguiveis. Suponha que temos dois elétrons:

um no estado E, e outro no estado E,. Supondo que houvesse uma



inversdo de estados ndo teriamos como distinguir esta nova situ-
acdo da anterior. Entdo concluimos que, devido a impossibilidade
de acompanhar os elétros em todos os instantes ndo podemos dizer
dos elétrons qual ¢ qual. A funcdo de distribuicdo estatistica que
emerge do principio de exclusio ea exigéncia indistinguibilidade
¢ chamado de distribuicdo de Fermi-Dirac (em homenagem a seus
criadores). De acordo com o principio de exclusio, a probabilidade
de que um determinado estado com energia E seja ocupado ¢ dada

por f{E), ou seja, a fracdo de estados ocupados com essa energia:

E a0 6.8
f(E) = W. ............................................................................................................................. q uagao ......

Figura 6.6

Concentracio de Elétrons e Energia de Fermi

A Equacdo 6.8 da a probabilidade de que qualquer estado especifico
com energia E seja ocupado em uma temperatura T. Para obter o
numero real de elétrons em qualquer faixa de energia dE, temos
de multiplicar esta probabilidade pelo numero dn de estados na
faixa de g(E)dE. Assim, o numero dN de elétrons com energias no
intervalo dE ¢
31

_ (2m)* VE? 1

(E-E;)
2R’ £
e T +1

dE Equacdo 6.9

dN = g(E) f(E)dE

A energia de Fermi E, ¢ determinada pelo numero total N de

elétrons; em qualquer temperatura os estados de elétrons sio pre-
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enchidos até um ponto em que todos os elétrons estdo acomodados.
No zero absoluto, hd uma relagéo simples entre E, e N. Todos os
estados abaixo E, sdo preenchidos; na Equagédo 6.5 estabelecemos
n igual ao numero total de elétrons N e igualamos a E com a energia

de Fermi no zero absoluto:

3 3
:(Zm)ZVEFZ
3k’
Isolando E_,
2 4 2 2 4
PRt (N 33nht, 2
_____________________________________ E, = == (n)°.
2m Vv 2m

A grandeza % =n ¢ chamada de consentracio de elétrons.

Energia media de elétrons livres

Podemos calcular a energia média de elétrons livres em um metal
no zero absoluto utilizando as mesmas idéias que foram emprega-
das para encontrar E,. Da Equagdo 6.9 o numero dN de elétrons
com energias na faixa dE ¢é igual a g(E)f(E)dE. A energia dessas
elétrons é EdN=Eg(E)f(E)dE. No zero absoluto temos que substituir
SIE)=1 desde E=0 até E=E, e f(E)=0 para todas as demais enegias.

Entédo a energia total de todos os N elétrons ¢

_______________________________ E, =" Eg(E))dE + |, EgE)0)aE = | Eg(E)0)aE.

A maneira mais simples para avaliar esta expressdo ¢ comparar

as Equacodes 6.7 e 6.11, observando que

1 3 3

3NE2 (2m)*VE,?

glE) === 3k’ ]
2E,?

. . ~ . _ tot
Substituindo esta expressdo na integral e usando que E, .. = N
nos obtemos:



3 (B2 3 i
— S — Fquacao 614

2E,?

média —

Isto €, no zero absoluto a energia de elétrons livres média igual
a %EF da correspondente energia de Fermi. Note que este resultado
¢ bastante surpreendente, pois a fisica classica esperaria que os elé-
trons estivessem parados! Se vocé fizer um calculo da velocidade

associada ao elétron vai ficar mais surpreso ainda!

Supercondutividade

O fisico holandés H. Kamerlingh Onnes, em 1911, poucos anos
depois de ter conseguido liquefacdo de hélio, enquanto estava
investigando as propriedades de materiais em baixas temperatu-
ras, banhadas por hélio liquido, ele descobriu que, para alguns
materiais, existe uma determinada temperatura, chamado de
temperatura critica T , em que abaixo dela a resistividade ¢ zero
e que portanto, a condutividade torna-se infinita. Ele chamou esse
fenébmeno da supercondutividade. A Figura 6.7 mostra o grafico
obtido por Kamerlingh Onnes da resisténcia do mercurio versus

temperatura. A temperatura critica para o mercurio ¢ de 4.2K.

Ohms)

0,075

Resisténcia |

1 VE

J Ak

0,10 rrlli

40 41 42 a3 44

Figura 6.7

Te'r":u:"s urag keban

A temperatura critica varia de material para material, mas

abaixo dessa temperatura a resisténcia elétrica do material ¢ zero.
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As temperaturas criticas de diversos materiais supercondutores sio

apresentados na Tabela 6.1.

Elllr::nlto 1K) B,(T) em 0K EITeIrzZr:Ito LK) B,(T) em OK
Al 1,175 0,0105 NbJSﬂ 18,1 24,5
cd 0,517 0,0028 ND.Ge 23,2 34,0
Hg 4,154 0,0411 NbN 16,0 35,0
Nb 9,25 0,2060 vsi 17,1 15,6

Na presenca de um campo magnético B, a temperatura critica
¢ inferior ao que ¢ quando nio ha nenhum campo. A medida que
se aumenta o campo magnético, a temperatura critica diminui,
como ilustrado na Figura 6.9. Quando o campo magnético aplica-
do na amostra supercondutora ultrapassar um valor critico B, a
supercondutividade deixa de existir em qualquer temperatura. Os

valores de T na tabela sdo para B=0.

Muitos compostos metalicos também sdo supercondutores. Por
exemplo, a liga supercondutora Nb Ge, descoberta em 1973, tem
uma temperatura critica de 23,2K, que foi o mais alto conhecido
até 1986, quando a primeira cerdmica supercondutura foi desco-
berta. Mais recentemente, em junho de 2001 Akimitsu descobriu
que o MgB, composto metdlico, tornou-se supercondutor a 39K,
considerado hoje como o composto metalico de mais alto T, (Veja a
Tabela 6.1). Apesar de o custo e a inconveniéncia de de refrigeracio
com hélio liquido (é bastante caro), que ferve a 4,2K, muitos imés

supercondutores tém sido construidos com esses materiais.



Efeito Meissner

Considere um material supercondutor que estd originalmente em
uma temperatura superior a temperatura critica e estd na presenca
de um campo magnético externo pequeno B<B_. Agora resfriamos
o material abaixo da temperatura critica modo que a se tornar
supercondutor. Deste modo, resisténcia agora ¢ zero, e ndo pode
haver diferenca de potencial no supercondutor. Assim, pela lei
de inducdo de Faraday, os elétrons vdo se mover de modo a se
opro a variacdo do campo magnético no interior do supercondutor.
Esperamos, portanto, pela fisica classica que o campo magnético
no supercondutor permanecera constante. No entanto, observa-se
experimentalmente que, quando um supercondutor ¢ resfriado
abaixo da temperatura critica em um campo magnético externo,
as linhas do campo magnético sdo expulsas do supercondutor e,
portanto, o campo magnético dentro do supercondutor é zero. (Veja
a Figura 6.9).

Figura 6.9

Este efeito foi descoberto por H. W. Meissner e R. Ochsenfeld
em 1933 e ficou conhecido como efeito Meissner. O mecanismo
pelo qual as linhas de campo sido expelidas ¢ o seguinte: uma
supercorrente (chamada de corrente de blindagem) é induzida na
superficie da amostra supercondutora. Esta corrente se organiza de
modo a produzir um campo magnético na mesma direcdo, de modo

a exatamente anular o campo externo dentro do material. Assim,
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o supercondutor apresenta diamagnetismo perfeito. A criacdo desta
supercorrente “custa” ao supercondutor uma quantidade de energia
por unidade de volume proporcional a B? (energia magnética).
Quando o campo B torna-se maior do que B, ndo ha energia
suficiente disponivel para barrar o campo externo, e o material
¢ revertido para seu estado “normal” com resisténcia ndo nula. A
levitacdo magnética mostrado na foto abaixo, resulta da repulséo
entre o imad permanente que produz o campo magnético externo e

do campo produzido pelas correntes induzidas no supercondutor.

oo

Apenas certos supercondutores, os chamado Supercondutores
do Tipo I, ou “soft”, apresentam o efeito Meissner completo. Super-
condutores do Tipo I sdo principalmente elementos metalicos muito
puros. A Figura 6.11 mostra um grafico da magnetizacdo M vezes

contra o campo magnético aplicado para um supercondutor do tipo I.

vk Mo

[a} supercondutor tipo (i) supereondutor tipo

7w

Para um campo magnético menor que o campo critico B, o
campo magnético induzido no supercondutor ¢ igual e oposto ao
campo magnético externo, ou seja, o supercondutor ¢ um diamag-
neto perfeito. Os valores de B_ para os supercondutores do Tipo I
sdo todos muito pequeno para tais materiais serem usados como

bobinas supercondutoras. (Veja a Tabela 6.1). Outros materiais,



conhecidos como Supercondutores do Tipo II, ou supercondutores BITI g
“hard”, ttm uma curva de magnetizacdo semelhante ao da Figura
6.11b. Tais materiais sdo geralmente ligas ou metais que tém resis-
tividade grande no estado normal. Os Supercondutores do Tipo II

exibem dois campos criticos magnéticos, B, e B, como mostrado

na Figura 6.11b, os supercondutores do Tipo Il possuem dois campos

magéticos criticos B, e B . TIKI
cl c2

Para campos aplicados menores que B_, a blindagem do campo Figura 6.12
magnético ¢ total, e a amostra inteira permanece supercondutora.
Se o campo aplicado ¢ maior que B_, o campo magnético penetra
em toda amostra e ela volta ao estado normal. Para campos aplica-
dos entre B e B ha uma penetragdo parcial do campo magnético,
cl c2
e as linhas de campo se concentram em tubos de fluxo chamados
de vortices. No interior dos vértices o material fica em seu estado

normal.

l// )

B

Figura 6.13

blindagem
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