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primeira disciplina de cdlculo é basica
Apara todas as outras disciplinas de calculo,
equacdes diferenciais, mecanica, termodinami-
ca e varias outras disciplinas do curso de fisica.

Este fasciculo contém um pouco de histéria
do cdlculo, ferramentas bdsicas para um
primeiro curso de cadlculo tais como limites,
continuidade, teorema do sanduiche, teo-
rema do valor intermedidrio, derivadas e suas
aplicagoes, teorema do valor médio, regra de
L'Hopital, integrais, o teorema fundamental do
cdlculo e suas aplicagdes.

Os exemplos e exercicios foram escritos de
forma que o grau de dificuldade aumente grada-
tivamente. Acrescentamos uma breve discussao
sobre funcdes exponenciais e logaritmicas e
uma revisdo sobre trigonometria no apéndice.

Os conhecimentos obtidos em derivadas
servirao para resolver problemas de otimizagao
e para desenhar grdficos de func¢des. Vocé perce-
bera que quando nao € possivel resolver o prob-
lema, procura-se entendé-lo para simplifica-lo.

Recomendamos que o aluno busque
aumentar os seus conhecimentos de cdlculo em
uma leitura complementar.

Bons estudos.
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APRESENTACAO

Ola!

Prezado aluno, prezada aluna, foi com muito zelo que preparamos esta disciplina para vocés.
0 Calculo | é importantissimo no seu curso, porque tem o objetivo de apresentar ferramentas
matematicas imprescindiveis para serem utilizadas frequentemente nas disciplinas especi-
ficas da Fisica. Assim, sem a base que o Calculo Diferencial e Integral fornece, nao vai ser
possivel continuar a caminhada.

Por isso, tentem aproveitar e estudar o maximo que for possivel os conteudos, notas histori-
cas e atividades propostas, e desejamos a vocés uma otima viagem pelo Calculo Diferencial
e Integral I!

Como sera a estrutura deste texto?

Acreditamos que a histdria da Matematica deve ser parte inerente ao estudo de qualquer
conteudo matematico, por isso tentaremos sempre que possivel apresentar notas historicas
juntamente com o contetido a ser apreendido. Serdo propostas também atividades/proble-
mas que vocés deverao sempre tentar resolver.

Pode-se dizer que a resolucdo de problemas € uma area de estudos atualmente da Educa-
cdo Matematica que se preocupa em demonstrar a importancia fundamental de como os
problemas praticos, do cotidiano, que sejam significativos para o aluno, sdo imprescindiveis
no processo de ensino-aprendizagem da Matematica. Dessa forma, esperamos que vocés
sintam-se motivados a resolver problemas!

E preciso lembrar também que este ¢ um curso “virtual”, por isso seu papel deve ser de alunos
ativos, participantes, pesquisadores, e, principalmente, persistentes. Além disso, vocés terdo
como orientador seu tutor. Poderdo e deverdo sempre contar com ele para tirar suas maiores
duvidas, discutir resolucdes de problemas e pedir orientacdes.

Nesta viagem, que estdo prestes a fazer, vocés contardo com a nossa orientagdo, seremos
0 seu guia. Entretanto também nos baseamos em livros-textos ja existentes de modo que
vocés nao devem se limitar apenas ao que propomos aqui. Esses textos estarao todos citados
na bibliografia deste fasciculo, para que, sempre que possivel, vocés possam busca-los como
fontes de estudos.

Capitulo1 | 5
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O QUE E CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL?

INTRODUCAO

Muitos historiadores e autores matematicos apresentam uma classificacdo no minimo inte-
ressante para a Matematica desenvolvida até o século XVI: "Matematica Elementar”. Porque
a partir do século XVII, as novas descobertas na Matematica deram-se num ambito superior
principalmente no sentido do desenvolvimento e da utilizacdo de poderosas ferramentas
para resolver problemas que envolviam movimento e taxas de variacdo. A Matematica pro-
duzida a partir dai € dita "Matematica Superior".

Na verdade, podemos dizer que toda Matematica que estudamos até o Ensino Médio esta
inserida na classificacdo Matematica Elementar. E agora, nesta disciplina principalmente,
comecamos a aprender conceitos da Matematica Superior.

Para termos uma boa nocéo disso, o Calculo Diferencial e Integral, apoiado pela Geometria
Analitica, foi a maior ferramenta matematica descoberta no século XVII. O Calculo se mos-
trou claramente poderoso e eficiente no processo de resolucdo de alguns problemas que
antes tinham solucdes desconhecidas. Mas vale salientar que os matematicos daquela época
ainda ndo tinham necessidade nem preocupagdo com a fundamentacdo do assunto. Apenas
utilizavam as ferramentas que o Calculo oferecia para resolver seus problemas.

0 estudo do Calculo teve por principal objetivo o estudo do movimento e da variacdo dos obje-

tos (corpos). Isso quer dizer que o desenvolvimento do Calculo esteve diretamente relacionado
com a Fisica. Isso € muito bom, pois ja justifica a importancia desta disciplina no seu curso.

UM POUCO SOBRE A HISTORIA DO CALCULO

0 que significa CArcuLo?

Para os romanos do império, “calculus” significavam seixos (pedrinhas) usados em contagens
e em jogos e, mais tarde, a palavra “calculare” passou a significar computar, contar, calcular.



Hoje, a palavra “calculo” pode ser entendida como a matematica elementar aperfeicoada
pelo processo de limite. Os sinais de usos do Calculo sdo bem antigos, até chegarmos nesta
area da Matematica Superior como vemos atualmente. Na verdade, o Calculo € produto de
um longo processo de evolucdo que teve inicio na Grécia Antiga e foi retomado nos séculos
XVII e XVIII. O final do século XVII e inicio do XVIII foram gastos em grande parte na explo-
racao de novos e poderosos métodos do Calculo. Ja o século XIX foi dedicado grandemente a
tarefa de construir uma fundamentacéo logica e sélida para o Calculo. Muitos cientistas, ao
longo do tempo, contribuiram para o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. Vi-
site o site http://www.ime.usp.br/~brolezzi/disciplinas/20062/mat341/calculo.pdf e leia mais
sobre essa historia.

O Teorema Fundamental do Calculo € o "coracdo” da nossa disciplina, € o resultado que re-
laciona o problema das tangentes com o calculo de areas.

Quem sdo os verdadeiros descobridores do Calculo?

0 inglés Isaac Newton (1642-1727) e o aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) sdo considerados os descobridores do Calculo. Eles foram
dois grandes génios do século XVIl, mas podemos dizer que o assunto nao
comecou nem terminou com eles.

Ha uma grande polémica sobre quem teria criado primeiro o Calculo. A
opinido generalizada atualmente ¢ que ambos foram descobridores ini-
ciais, mas de forma independente. Embora a descoberta de Newton seja
anterior, Leibniz foi o primeiro a publicar seus resultados.

Dois problemas geométricos importantes norteiam a base do Calculo.
Considere dado o grafico de uma fungdo y = f{x), e sejam os problemas e

Figura 1.1 suas respectivas representacoes em figuras:
Isaac Newton

1) Problemas de Tangentes: calcular o coeficiente angular da reta tangen-
te t a curva num ponto P;

Figura 1.3
Figura 1.2
Gottfried Wilhelm
Leibniz
A figura acima da a idéia do problema: deseja-se encontrar a inclinacdo

da reta tangente a curva num dado ponto.

Capitulo 1 | 7
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2) Problema de Areas: calcular a area debaixo do grafico entre os pontos x =aex =b

J,

a Figura 1.4 b

De modo analogo, a figura acima indica o problema da area: qual € o nimero real que repre-
senta a area sob a curva no intervalo dado e acima do eixo x?

A grande realizacdo de Newton e Leibniz foi reconhecer e explorar a intima ligacdo entre
esses dois problemas. Eles foram os primeiros a entender o Teorema Fundamental do Calculo:
“a solucdo do problema das tangentes pode ser usada para resolver o problema das areas".

Esse Teorema € um dos mais importantes da Matematica!

Em 1684 e em 1686, acontece a publicacédo dos trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral
sob o titulo Cacutus SummaTorius. Foi Leibniz que consolidou a notagdo usada até hoje para
representar uma integral.

Por algum tempo, apds Newton e Leibniz, os fundamentos do Calculo permaneceram obs-
curos e despercebidos, pois ja era enorme a aplicabilidade dessa ferramenta. Isso foi o que
atraiu os primeiros pesquisadores para o caminho de teorizacao do Calculo.

Dentre os primeiros cientistas a perceberem a poténcia espantosa do Calculo e que o aplica-
ram em uma enorme quantidade de problemas, estavam dois irmaos suicos Jakob Bernoulli
(1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748). E interessante mencionar que, com um nume-
ro surpreendente de matematicos e cientistas entre seus membros, a familia Bernoulli ocupa
um lugar impar na histdria da Ciéncia e, em particular € claro, na histéria da Matematica.

0 nome Calculo Integral foi criado por Johann Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu
irmao mais velho Jacques Bernoulli em 1690.

Embora o Calculo tenha se desenvolvido para resolver problemas de Fisica, sua poténcia e
versatilidade levaram suas aplicacfes aos mais diversos campos de estudos. De fato, o Cal-
culo atualmente € largamente usado em varias areas do conhecimento humano e aplicado
para a solucdo de problemas nédo so de Matematica e de Fisica, mas também de Astronomia,
Economia, Engenharia, Medicina, Quimica e outras.



LIMITES DE FUNCOES

INTRODUCAO

Nesta primeira parte do nosso curso, vamos estudar o conceito de Limite que € a base para
todos os outros conceitos do calculo. Assim, tendo em vista a importancia desse conceito
matematico para o Calculo Diferencial e Integral, é preciso que o aluno seja um investigador
no processo de compreenséo de limite de funcbes que apresentaremos a seguir.

O objetivo deste primeiro capitulo & propiciar a vocé, estudante, condicdes de: compreender
o0s conceitos importantes sobre limites de funcdes e aplicar as propriedades de limites de
funcdes na resolucao de problemas.

Vocé nado pode deixar de participar das atividades praticas que serdo oferecidas na platafor-
ma virtual, a fim de esclarecer duvidas e propiciar momentos de troca de aprendizagem com
o0s outros colegas que também fazem este curso. Para este capitulo, pretende-se abrir féruns
de debates para discutir as resolucdes das atividades propostas no fasciculo, que foram mais
complexas ou geraram mais duvidas. Participe! Ndo percal

NOCOES DE LIMITES

Dada uma funcéo f, qual ¢ o comportamento da funcdo f{x), quando x esta suficientemente
proximo de um numero real a? Perguntas deste tipo serdo respondidas aqui. Veja alguns
exemplos.

e EXEMPLO 1: O que acontece com x? quando x se aproxima do numero 37

Resposta: x? se aproxima de 9.

3

x . .
E o que acontece com — quando x se aproxima do numero 07
x

3
Resposta: T ce aproxima de 0.
x

3
. x
Para facilitar, basta ver que para x #0 ,tem-se — = x°.
x

Capitulo2 | 9
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Esses dois exemplos mostram que, se estivermos interessados em saber o comportamento de
certas funcdes perto do numero zero, ou qualquer outro, devemos olhar para as imagens de
numeros perto do zero ou das vizinhancas do zero.

O conceito de limite que sera mostrado mais a frente, permite dizer o comportamento de
uma funcéo na vizinhanca de um nimero x = a, sem que se tenha a imagem da funcéo no
ponto a. Para isso, buscam-se informacdes pelas imagens das vizinhangas do ponto a.

® EXEMPLO 2: Qual é o comportamento de f{x) = (xr — 1)’ + 2 quando . se aproxima do nimero 1?

Resposta: (xr - 1)° + 2 se aproxima de 2.

xr—1)*
E qual é o comportamento de g(x) = ( ) + 2 quando x se aproxima do niumero 17
Resposta:
xr-1°
g(x) :u+2
x—1

4
se aproxima de 2. Basta ver que para x # 1, tem-se % +2=(x-1) +2 . Os graficos

de fe g estdo mostrados abaixo. O grafico de g mostra uma bolinha ® no ponto (1,2) para
representar que naquele ponto g ndo esta definida. Os dois graficos mostram varias bolinhas
pintadas de vermelho sobre o grafico para representar o comportamento da funcdo quando
X se aproxima de 1.

yu yu
20 7] 20
10 1 10
2 ‘ ] . | 2 ‘ .
-4 -2 0 1 2 4 x -4 -2 0 1 2 4 x
-10 1 =10
Figura 2.1

e EXEMPLO 3: O que acontece com % quando x se aproxima de zero?

Se xr=0,1 entdo %= 10. Se x = 0,0001 entdo %= 10000.
Se xr = 0,01 entdo %= 100. Se x = -0,0005 entio %= -2000.
Se x = 0,0005 entao %= 2000. Se x = -0,0001 entao %= -10000.



8]
y=1[x
6,
4,
2]
-10 -8 -6 2 4 6 8 10
x

Figura 2.2

Percebe-se que, se x € um numero suficientemente proximo do numero zero e esta a direita
de zero, ou seja, se x € positivo, entdo % torna-se "muito grande”. E costumeiro dizer que %
tende para o infinito quando .x tende para zero pela direita.

Para denotar o infinito, usamos o simbolo «. Para denotar que x tende a zero, usamos os
simbolos x — O e para denotar que % tende para infinito usamos o simbolo% — o0 . Afrase
em negrito acima ¢ rescrita na forma:

+ — o0 quando x — 0 com x >0.

Observacao: usaremos oo no lugar de +oo.

Por outro lado, se x tende para o numero zero pela esquerda de zero (x negativo) entdo
x
tende para -co.

Capitulo 2 | 11



2 3 CONCEITO DE LIMITE

Os graficos das funcdes abaixo apresentam casos em que o limite esta bem definido e casos
em que o limite ndo existe. Vamos analisar os graficos.

y f y
f
L /-/
N } T _: ;
Figura 1 a8 # a+d Figura 2 a5 @ a+d X
y
y f
L
L f
—
' a—l6 a ;+ ) x a_lg a Ia+ S T
Figura 3 Figura 4
y f y f
fla)
L L
— _/
a_é a ;_,_8 X ) a-l5 a Ia+ 1) x
Figura 5 Figura 6
Figura 2.3

Analisando todos os graficos acima, pergunta-se:
1) Em que casos a € Dom(f)?
Resposta: Figuras 1, 3,5 e 6.

2) Em que casos Dom(f ) contém um intervalo com centro em a? Isto é, em que casos
Dom(f ) contém uma vizinhanga do tipo (a — 8,a + S8) ?

12 | Calculo |



a-o a a+d

Dominio da Funcéo

Resposta: Figuras 1, 3,5 € 6.

3) Em que casos Dom(f ) contém um intervalo do tipo acima, com excecéo do proprio a,
isto €, contém (a — 5,a + 6) —{a} ?

Resposta: Figuras 2 e 4.

Agora, para as perguntas seqguintes, vamos tornar mais precisas matematicamente algumas ex-
pressoes! Vejamos:

PRIMEIRO: Diremos que “x, esta mais perto de a do que , se a distancia de x, até a for menor do
que a distancia de x, até a, isto €, se |x, —a| < |x,— al.

SEGUNDO: Diremos que “um ponto variavel x na reta real fica arbitrariamente préximo de um
ponto fixado a ou tende para um ponto fixado a" se a distancia de x até a se torna arbitrariamente
pequena. Isso pode ser expresso se dissermos que |x — al fica arbitrariamente pequeno, ou seja,

dado qualquer nimero r >0, |.x — a| fica menor do que r.

4) Em que casos pode-se dizer que "quanto mais perto x fica de a, entao f{x) fica mais perto
de L"?

Resposta: Figuras 3, 4,5 e 6.

5) Em que casos pode-se dizer que “"quanto mais perto x fica de a com x > a, entdo f{x) fica
mais perto de L"?

Resposta: Figuras 1, 3, 4,5 e 6.

6) Em que casos pode-se dizer que "quanto mais perto x fica de a, entdo a distancia de f{x)
até L ndo aumenta"? (ou seja, a distdncia permanece constante ou diminui).

Resposta: 3,4, 5 e 6.

7) Em que casos pode-se dizer que "os valores de f{x) ficam arbitrariamente proximos de L
para todo x pertencente a um intervalo do tipo (a — §,a + ) suficientemente pequeno"?

Resposta: 3,4 e 5.
8) Em que casos pode-se dizer que “os valores de f{x) ficam arbitrariamente proximos de L
para todo x pertencente a um conjunto do tipo (a — &,a + &) —{a} com o suficiente-
mente pequeno"?

Resposta: 3,4, 5 ¢ 6.

Capitulo 2 | 13



Observe e reflita a seguinte definicao:

DEFINI(,‘Z\O DE LIMITE

Seja fuma fungéo cujo dominio contém um conjunto do tipo (a — 8,a + 6) — {a}. Diremos
que o limite de f quando x tende para a é L se os valores de f{x) ficarem arbitrariamente
proximos de L, para todo . pertencente a um conjunto do tipo (a — 0,a + &) — {a} com 1)

suficientemente pequeno e escreveremos

lim f(x) = L.

Xr—a

a) Agora, a partir dos graficos apresentados inicialmente, em que casos se tem
lim f(x)=L?

xr—a

Resposta: 3,4, 5 e 6.

b) Em que casos se tem

lim f(x) = f(a)?

t>a
Resposta: 3 e 5.

c) Para que a pergunta anterior faca sentido, fdeve estar definida em um intervalo de
que tipo? Explique!

Resposta: O dominio de f deve conter um intervalo com centro em a do tipo
(a—5,a+ o) . Para que exista o limite E}(} S(x) o dominio de fdeve conter alguma
vizinhanga vazada de a, do tipo (a — 6,a + &) —{a} - E para que im f(x) = f(a)?.

t—>a

fdeve estar definida também em a.

14 | Calculo |



- 2.4 UMITES LATERAIS

Exibimos abaixo exemplos de funcdes cujos graficos sdo do tipo das figuras 4 e 5 respecti-
vamente.

2

e EXEMPLO 4: O que acontece com ad
xr-3

quando x se aproxima do numero 37

Observe que f{x) ndo esta definida em x = 3, ou seja, o nimero 3 ndo pertence ao dominio
de f. Perceba ainda que se r # 3 entdo

2
-9 (-3)x+3
flx)= = ( ) ) =x+3
X -3 X -3
0O grafico de f{x) é
S@)=02-9)/x-3)
4
-4 - 2 3 4 -
2 x
_4_:
Figura 2.4
. ’ ~ _ (x=3)(r+3) _ .
Se x se aproxima do nimero 3 pela esquerda entéo f(x) =~~~ = x +3 se aproxima de
3 + 3 = 6. Se x se aproxima do nimero 3 pela direita entdo f(x) = 22 = r + 3 se apro-

xima de 3 + 3 = 6. Dizemos neste caso que o limite de f(x) = % quando x tende a 3 € 6

x-9
xr—-3

=6.

e escrevemos lim f(x) =
xr—3

Capitulo 2 | 15
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e EXEMPLO 5: O que acontece com g(x) = x + 3 quando .t se aproxima do numero 3? Observe
que g(x) esta definida em x = 3, ou seja, o niumero 3 pertence ao dominio de g, o grafico de
glx) €

r' N
glr)=x+3
X
2]
-4 2 10 2 3 4
2] X
_4_:
Figura 2.5

Se x se aproxima do numero 3 pela esquerda entdo g(x) = x + 3 se aproxima de 6. Se x se
aproxima do nimero 3 pela direita entdo g(x) = x + 3 se aproxima de 6.

Dizemos neste caso que o limite de g(x) = x + 3 quando x tende a 3 é 6 e escrevemos

lim(x +3) = 6.

r—3

0 exemplo 4 exibe uma funcdo f cujo limite de f quando x tende a um numero a existe
mesmo que a fungdo ndo esteja definida em a. O exemplo 5 exibe uma funcdo g cujo li-
mite de g quando x tende a um numero a existe e é igual a g(a). Para calcular o limite de
uma funcdo qualquer, digamos f, quando x tende a a, o fato de f estar definida ou ndo
em a nado importa. O limite existe conforme seja o comportamento da funcdo f numa vizi-
nhanca do numero a. Por isso estamos sempre observando o comportamento da fungdo na
vizinhanca da esquerda e da direita. Fazemos isto quando dizemos que x tende ao numero
a pela esquerda (ou direita). Quando estamos observando o comportamento da funcéo f
na vizinhanca da esquerda do numero a, estamos observando o que chamamos de limi-
te lateral de fa esquerda de a. A notacdo usada para o limite lateral a esquerda de f ¢

lim f(x)

r—a

Quando estamos observando o comportamento da fungdo na vizinhanca da direita, es-
tamos observando o que chamamos de limite lateral de f a direita de a cuja notacdo €

lim f(x)



A partir de agora diremos que o limite de uma funcdo fquando x tende a um numero a existe
e € igual a um numero L se os limites laterais existirem e forem iguais a L.

Na figura 1 vé-se que o limite de f{x) quando x tende a a pela esquerda existe e é L e que
o limite de f{x) quando x tende a a pela direita existe e € f{a). Como os limites laterais sao
diferentes entdo o limite de f{x) quando x tende a a nao existe. Em resumo,

lim f(x) = L, lim f(x) = f(a)

r—a

lim f(x)

Xr—a

ndo existe.

Nas figuras 3, 4, 5 e 6 vé-se que o limite de f{x) quando x tende a a pela esquerda existe e ¢
L e que o limite de f{xr) quando x tende a a pela direita existe e € L. Como os limites laterais
sdo iguais entdo o limite de f{x) quando x tende a a existe e é L. Em resumo,

lim f(x) =L lim f(x)=L
o que implica o e

lim f(x)=L

r—a

Na figura 2 vé-se que o limite de f{x) quando x tende a a pela esquerda ¢ « e que o limite de
flx) quando x tende a a pela direita também ¢ oo. Como os limites laterais sdo iguais entdo
o limite de f{x) quando x tende a a é o, ou seja,

lim f(x) = o0, lim f(x) = o0

r—a x—a*
o que implica

lim f(x) = o0

r—a

Diremos que um limite existe, somente quando esse limite for um numero real. Quan-
do for infinito, entdo o limite ndo existe, mas mesmo assim escrevemos lim f(x) = oo
Dizer que o limite de f quando x tende a a é « significa dizer que quant(;[—r)naais perto x
fica de a, "f{x) fica mais perto do infinito" ou que “f{x) ultrapassa qualquer numero real
grande” A rigor, significa que para cada numero real grande, digamos G, existe um numero

x € Dom(f) proximo de a tal que f(x) > G.
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1) Quando x tende para o, para onde tende x°?
2) Quando x tende para oo, para onde tende Jr?
3) Quando . tende para o, para onde tende 1 ?

4) Calcule os limites:

a) b)
. X' -4 . ox’ -4
lim lim
-2 r—2 T2 x4 2
0 d)
1’ —5r+6 Lo =2t —x+2
lim———. lim .
r—3 xr—3 r—>-1 xr+1
e) )
. r-x . r-6x’+11r-6
lim . lim .
—>-1 y+1 r—1 xr—1
9) h)
3 -6x-3r+6 =2 —4r+a2
lim . lim .
-1 r+1 T2 X+2

Respostas das questao 4:

a) 4 b) -4 c) 1 d) 2 e) 2 f) 6 g) 18 h) 8+42
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2.5

PROPRIEDADES DE LIMITES

Estdo exibidas abaixo algumas propriedades dos limites.

Considere b e ¢ dois numeros reais fixos, € # um numero inteiro positivo. Entdo valem as
seguintes propriedades:

1) limb=b-

X—C

2)limxr=c-

Xr—Cc

3) limx" =c".

Xr—C

4) lim/x =+Je.

Ir—C

5) lim /x = ¥/c . Se n for par entéo c deverd ser positivo.

Xr—C

A propriedade 1 diz que a funcdo constante igual a b tem limite b, quando x tende para o
numero c.

A propriedade 2 diz que a funcdo f{x) = x tem limite ¢, quando x tende para o nimero c. Isso
€ 0 mesmo que perguntar: “Sabendo que x tende para ¢, para onde tende x?"

Sabendo que x tende para c, para onde tende x* = x.x ? A resposta é para ¢* = c.c.
A propriedade 3 diz que a funcéo f{x) = x" tem limite ¢" quando x tende para o numero c.
Estdo exibidas abaixo algumas operagdes com limites que serdo utilizadas daqui em diante.

Considere b e ¢ numeros reais, n um numero inteiro positivo, e fe g funcdes que possuam os
seguintes limites:

lim f(x)=L

e
lim g(x) = K.
Entdo valem as seguintes operacdes:
) lim bf (x) = blim f(x) = bL.
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lim[ f(x) + g(x)] = lim f(x)+limg(x) = L + K.

I lim[ £(x).g(x)] = lim f(x).1im g(x) = LK.
Y )L
e glo)  limglx) K
sempre que k # 0
o lxigcl[f (x)]" = [lxiircl S =1r.
6)

lim Y flx) = Q/lxlircl flx) = 4L

Ndo demonstraremos nenhuma dessas operacfes aqui, mas para melhor fixacdo vamos
discuti-las um pouco:

1) A operagéo 1 significa que podemos "tirar o nimero b de dentro do limite" Eim-
portante que o aluno faca perguntas do tipo:

Sabendo que f{x) tende para L quando x tende para c, pergunta-se:
a) para onde tende 2f{x)? A resposta é para 2L.

b) para onde tende \/Ef[x)? A resposta € para V2L. Observe que L esta fora
da raiz quadrada.

c) para onde tende nf{x)? A resposta é para L.

2) A operacdo 2 diz que o limite de uma soma de funcées é a soma dos limites das
funcdes. Como exemplo, temos

lim[x* + 2’| = limx* + limx’ = 9+ 27 = 36.
xfi 3 xfi 3 xfi 3
3) A operacgdo 3 diz que o limite de um produto de funcées é o produto dos limites

das funcdes. Como exemplo, temos

lim[x?.2°] = lim x*. lim x* = 9.27 = 243.
xr—3

r—3 r—3



4) A operacédo 4 diz que o limite de uma razdo de funcdes € a razdo dos limites das
funcdes, desde que o limite do denominador seja ndo-nulo. Como exemplo, temos
7 lim x* 9 9

xr—3

lim T = == =—.
32—y lim[2-x’] -25 25
xr—3

e EXEMPLO 1: Encontre o limite do polindmio do sequndo grau 3x> + 5x ++/2 quando x
tende para -1.

Resolucdo:
lim[3x> +5x ++/2] = lim 3% + lim 5x + lim /2 =

r—-1 r—>-1 r—>-1 r—>-1

3lim x> +5limr+1lim+2 =3-5++2 =-2+2

r—-1 r—-1 r—-1

e EXEMPLO 2: Encontre o limite do polinémio do terceiro grau x> —4x” +1 quando x tende
para 2.

Resolucao:

lim[x’ —4x* +1]=1limx’ —4limx* +lim1=8—-4.4+1=—7.
r—2 r—2 r—2 r—2

Os exemplos acima motivam a seguinte propriedade:

PROPRIEDADE

Para calcular o limite de um polindmio p(x) quando .x tende a um niimero c, basta calcular p(c).

e EXEMPLO 3: Encontre o limite do polindmio do terceiro grau 2x* — 812 + 2 quando x tende
para 2.

Resolucéo:

lim[2x® —8x> +2] =22 -8.2°+2=14
xr—o2

' =9

xr—3

e EXEMPLO 4: Encontre o limite da funcéo racional quando x tende para 2.
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Resolucéo: g lim[x*-9] 5 _g4

)

=2 xr—3 lirrll[x—_’i] 2-3

Na primeira igualdade acima foi usada a propriedade 4. Observe que o denominador se anula
quando x = 3. Calcular o limite

Para qualquer nimero g = 3 € facil e basta sequir o exemplo 4. Temos que trabalhar um
pouco mais se a = 3.

x’ -9
quando x tende para 3.

e EXEMPLO 5: Encontre o limite da funcéo racional

Resolucdo: Lembre-se que +* —9 = (x —3)(x +3) e portanto

2

-9 -3)x+3
limx = lim br=3)lr )= limx+3=6.
-3 -3 r—3 xr—-3 r—3

e EXEMPLO 6: Encontre o limite

. -1
lim ad

r—1 \/;_1

Resolucdo: Observe que o denominador se anula quando x = 1. Esse € um caso de racionali-
zacao do denominador. Nos vamos multiplicar a expressao

xr—1
Jr-1
por um numero 1 que nos interessa no momento. Nos casos em que aparece a raiz quadrada,

usar o conjugado\/} +1 do denominador costuma ajudar. Multiplicando a expressdao _*—!
pelo nimero vl

LN
CJr+1
temos
ro1 _ x-tNrel @-dWrel)  -DWrs) s
Jr-1 Jr-1dr+1 Wr-nWr+y o -1 '
Logo,

xr—1
lim—— =lim[<x —1] = 0.
r—1 *,.1"—1 xr—1



1) Calcule os limites:

a) limx* —4r+4

r—-2
b) liIIll Nx+2.
c) lim</x +2.

r—1

d) linll(x +2).

2) Calcule os limites:

. X’ —4r+4
a) lim—.

r—-2 xr—2

3 2
. X —x" —-8x+12
b) lim .
xr—-2 r—2

Sugestao: Fatorar o numerador.

r—x?—-8r+12

¢) lim
-3 xr+3
xr—4
d) lim .
r—4 [x — 2

3) Calcule o limite lim[a, x +a,].

4) Calcule o limite lim[a,x* +a,x +a,].
xr—c

5) Usando as propriedades de limites, mostre que para calcular o limite de um polindmio
px)=a,x" +---+a.x +a,quando x tende a um nlmero c, basta calcular p(c).

=M

6) Diga o dominio, faca o grafico e calcule o limite quando x tende a 0 de () = .
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2 6 CONTINUIDADE DE FUN(;OES

A palavra continuidade significa sem interrupgdo. E costumeiro dizer que uma funcio de dominio
contido em R e contradominio R é continua, se o seu grafico é desenhado sem tirar o lapis do pa-
pel. Isso significa que o seu grafico ndo pode ter saltos e nem falhas. A definicdo de continuidade ¢é:

DEFINIQAO DE CONTINUIDADE
Dizemos que fé continua no ponto c € (a,b) se ocorrerem as sequintes condicdes:
a) flc) existir.

b)lxiirg J(x) existir e for igual a f{c).

Dentre os graficos abaixo, quais sdo os correspondentes a funcbes continuas em c?

y
fc)

\

L

f

Figura 1

y

Figura 3

Figura 5
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Figura 2

-

Figura 4

f(a)

-

Figura 6

Figura 2.6



Figura 1: O grafico da figura 1 corresponde a uma fungao que ndo é continua em c. Os limi-
tes laterais lim— f(x) e lim+ f(x) existem e ndo sdo iguais, ou seja, ndo existe o limite
lim f(x). Neste caso dizemos que ha um salto do grafico de fno ponto c.

X—C

Figura 2: O grafico da figura 2 corresponde a uma funcdo que ndo € continua em c. A funcéo
ndo esta definida em c.

Figura 3: A figura 3 € o grafico de uma fungao continua em c.

Figura 4: A figura 4 € o grafico de uma funcédo descontinua em c. Veja que ¢ nédo pertence ao
dominio de f. Este € o caso em que chamamos de falha.

Figura 5: A figura 5 é o grafico de uma funcédo continua em c. Ndo s6 continua em ¢, mas em
todos os pontos do dominio.

Figura 6: A figura 6 € o grafico de uma funcao descontinua em c. Neste caso também dize-
mos que ha um salto do grafico de fem c.

Observe ainda que a funcdo continua da figura 5 tem mesma imagem que as funcdes des-
continuas das figuras 4 e 6, ou seja, existe uma fungado continua que substitui a funcdo da
figura 4 (ou 6). Por isso diz-se que as descontinuidades das figuras 4 e 6 sdo removiveis. As
descontinuidades das figuras 1 e 2 sdo ndo removiveis.

Exemplos:

a) Se p(x) € um polindmio entdo lim+ p(x) = p(c) e, portanto todo polinémio € continuo.

xr—C

b) Se r(x) = ;[(f]] . onde p(x) e q(x) sdo polindmios, ou seja, r(x) € uma funcéo racional,
entado

lim p(x)
i PO _ et plc)
e gq(r)  limg(x)  glc)
Se g(c) # 0 e portanto a fungéo racional r é continua em todos os pontos a tais que
qlc) # 0

x—1
"1 dizendo o dominio, os pontos

e EXEMPLO: Discuta a continuidade da fungdo f(x) =
de continuidade e os pontos de descontinuidade.

r-1

Solugdo: O dominio da funcédo racional f(x) = o € 0 subconjunto dos numeros
reais em que o denominador € diferente de zero, isto €, o dominio de f ¢ igual a
{reR;x #1 e x # —1}. Portanto os pontos de descontinuidade de fsdo -1 e 1. Em
qualquer outro ponto a funcdo fé continua. O grafico de ¢ o abaixo, onde observa-se
que 1 é uma descontinuidade removivel enquanto -1 ndo é removivel.
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0.8
0.6
0.4

0.2

0.2
-0.4]
-0.61

-0.84

Figura 2.7

Continuidade nos extremos de um intervalo fechado

Ha casos em que a funcdo f esta apenas definida em um intervalo fechado, ou que neces-
sitamos restringir uma fungdo fa um intervalo fechado [a,b]. Nestes casos, a continuidade
em um ponto c € (a,b) € a mesma que a discutida anteriormente, mas parac=aouc="5b
a continuidade € limitada a exigéncia de que f{c) seja igual ao limite lateral. Para ser claro,
diz-se que f€ continua no ponto a se

lim f(x) = f(a),

r—a*

e diz-se que f'é continua no ponto b se

lim f(x) = f0)

e EXEMPLO: A fungdo raiz quadrada de x é uma fungcdo com dominio [0,e0) e continua em
0, pois

lim\/;=0=\/6.

xr—0"



1) Discuta a continuidade das funcdes abaixo, dizendo o dominio, os pontos de continuidade,
os pontos de descontinuidade (removiveis e ndo removiveis).

a flr)=x>+2xr-3.

b) f(x) = 1.
Jflx)="22.
d) flr) =2

o) flr)= ",

X —4x+4

f) flx)=vx-2.
g9) flx)=~2-r.

h) flx)= .
2—1,-15x<0
x)=<,
r+10<xr<2

Nos exercicios abaixo, descreva os intervalos em que a funcéo é continua.

2) flo) =24 3) fl) =12}
y
4_
2 -
7 = 0 2 4
-2 X -4 -2 0o 1 2 4
- X
~4 21
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-2

-4

-6

-8
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TEOREMA DO SANDUICHE

O teorema do sanduiche consiste em afirmar que, se uma funcdo esta limitada por outras
duas funcdes que possuem mesmo limite, quando x tende a um numero c, entdo a funcéo
que esta entre as duas também tem o mesmo limite.

Para tratar do teorema do sanduiche ou do confronto, nos precisamos tratar do teorema da
comparacao.

Vocé acredita que se uma funcdo continua € positiva em um ponto c entdo ela € positiva
em um intervalo em torno de c? E se retirarmos a palavra continua, vocé ainda acredita? A
resposta correta para a primeira pergunta é sim enquanto que para a sequnda € ndo. Deixa-
mos como exercicio, encontrar uma funcao fdescontinua em c tal que f{c) > 0 mas fnéo é
positiva em um intervalo em torno de c.

O teorema da comparagao € baseado no fato de que se o lim f(x) > 0 entdo existe um in-

tervalo I em torno de ¢ tal que f{x) > Opara x e .lsto irﬁﬁfica que se o limite da diferenca
entre duas funcdes € positivo

lim{ f(x) —g(x)] > 0

entdo existe um intervalo I em torno de c tal que f{x) - g(x) > O paraxel.

TEOREMA DA COMPARACAO:

Sejam f'e g duas funcdes com mesmo dominio e c um ponto do dominio. Se os limites de fe
g, quando x tende a c, existem e f(x) < g(x) para todo x do dominio entdo

lim f(x) < lim g(x).

X—c X—c

O contrario seria um absurdo. Se a desigualdadelim f(x) > lim g(x) fosse verdadeira, entao
existiria um intervalo I em torno de c tal que f(ff; glx) p§7aC todoxr e L
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TEOREMA

Sejam f'e g duas funcdes com mesmo dominio e ¢ um ponto do dominio. Se |f(x)| < K para
todo xr do dominio e lim g(x) =0 entdo

xX—c

lim f(x)g(x)=0 .

TEOREMA DO SANDUICHE

Sejam f, g e h trés funcdes com mesmo dominio tais que f(x) < h(x) < g(x) para todo x per-
tencente ao dominio. Seja ¢ um ponto do dominio. Se os limites de fe g, quando x tende a ¢
existem e sdo iguais a L entdo o limite de h, quando x tende a c, existe e também ¢ igual a L.

0O grafico abaixo mostra uma funcédo h entre as funcdes fe g.

Vv i
| )

—

Figura 2.8
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Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x € (a,b), entao
L=1lim f(x) <limh(x) < lim g(x) = L.
E, portanto

lim h(x) = L.

X—c

Um exemplo classico que demonstra o uso do Teorema do Sanduiche é o sequinte:

senx

lim
=0 x
A funcéo seno € uma funcdo trigonométrica. E importante que neste momento vocé esteja fa-
miliarizado com as razdes e as funcgdes trigonométricas, pois serdo utilizadas freqlientemente
no seu curso. Uma breve abordagem sobre a Trigonometria € feita no Apéndice deste fasciculo.

N&o deixe de estuda-lo, para que possamos prosseguir em sucesso.
Depois que vocé fizer a revisdo de Trigonometria, fica como exercicio mostrar que limsenx = 0

H a . . . xr—0
e que lim cosx = 1. Convidamos vocé agora a pensar sobre o limite lim . Se senx tende a
r—0 ~ xr—0
0, quando x tende a O, para onde tende a razdo?

e EXEMPLO 1: Mostremos, usando o teorema do Sanduiche, que

lim X = 1,
xr—0 X

Voltemos ao circulo trigonométrico de raio 1. Para todo x que satisfaga 0 <x <~ , 0 com-

primento de PB = senx, o comprimento de OB = cosx e o comprimento de OA = 1. Como o

triangulo OAQ é um tridngulo retangulo, t&r =2 =0QA Faca Syap = area do tridngulo OAP,

Se,,p = area do setor circular OAP, S,,,= area do triangulo OAQ. Valem as desigualdades

SOAP < Sepap < Sppg-

Q
P P
l 5
sen x| \\| @8+ sen x
: :
OF——— cosx B A 0 B A

—_
—_
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sen x tag

Figura 2.9

Sabendo que a area de um triangulo € igual a metade do produto entre a base e a altura,

entdoS,,, = 5 ()senr = Segp = 1. 1x =21, € Spug =5 (Ditgr =% Logo,

senx
2 !

senr x 1 senx

2 2 2 cosx

Multiplicando por temos

senx
x 1
<

1< .
senxr Ccosx

Use agora o fato de que a < b implica que o inverso %< ! , para obter
a

senx
cosr<——<1.

As argumentacdes acima foram feitas usando que x > 0. Para os limites em que x tende
a 0, devemos analisar parax > 0 e x < 0. Para x <0 também ¢ verdadeira. Basta ver que
cos(—x) = cos xe sen(—x). Sexr<Oentdo —xr>0e

sen(—ux) _ sen(x)

—X X

Podemos agora aplicar o teorema do sanduiche e concluir que

1=1limcosx < limﬂ< lim1 =1,

xr—0 r—0 X r—0

E portanto que

. senx
lim =1.

r—0 X




e EXEMPLO 2: Encontre o limite

. sen3x
lim .
xr—0 X
Solucdo:
. 3 . 3 . 3
lim SenAt _ hrnB»Sen t_ 3lim SN _ 3.1=3.
r—0 x r—0 31- r—ow 3x
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1) Mostre que:

a) lim senx = 0.

r—0

b) lim cosx =1.

r—0

¢) limtanx =1.

xr—0

d) lim *** = 0. Sugestdo: Use que senx € limitada entre -1 e 1 e aplique o teorema
do sanduiche.

e) lim "% = 0. Sugestao: Verifique que = = (1—@”)[“(051] ; (m)[ senz ] e apli-

r—0 x 1+cos x x 1+cosx

que o limite.

f) lim _*_ =1. Sugestdo: use que 1< >« e aplique o teorema do sanduiche.
r—0 SenT

senx cos.xr

2) Calcule os limites:

a) lim *™>* R:5

r—0

b) Tim 2 . R: 5/4

r—0

¢) lim >* . R:3[7

>0 7senx

d) lim *7°. R: 0

r—0

e) lim £ R: 1/4

r—0
f) liir(}xcotx.. R: 1. A cotangente de x € definida por cotx = é.

1
senr °

g) lim xesca. R: 1. A cossecante de x ¢ definida por csc.x

h) lim =22 R: 0.

xr—0

) lim =% R: 0.
r—0

5x
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- 2 8 TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Se um carro partiu da velocidade zero km/h e, apos 2 km, esta na velocidade 80 km/h, entéo,
em algum ponto do trajeto nesses 2km, o carro atingiu a velocidade de 53,5 km/h.

A propriedade acima ¢ freqlientemente usada para motivar o teorema do valor intermediario

para funcdes continuas o que diz que qualquer valor K, entre duas imagens da funcao, tam-
bém esta na imagem da funcao.

TEOREMA

Se fé continua em [a,b] e fla) < K < f{b), entdo existe pelo menos um nimero ¢ < (a,b) tal

que K = flc).
y y
S®) fb)

Sla) fla)

Figura 2.10

e EXEMPLO 1: Seja fuma funcdo continua em [a,b]. Se f{a) < 0 < f(b) entdo existe algum
c € (a,b)tal que 0 = f{c). Dizemos neste caso, que ¢ é o zero da fungéo f.

Vocé deve pensar o seguinte: se o grafico de uma fungado continua tem um ponto acima e um
ponto abaixo do eixo-x, entdo, por ser continua, tem um ponto no eixo-x.
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fla)

Figura 2.11

Nem todos os polindmios de grau par se anulam em algum ponto do eixo-x. No exemplo
abaixo, mostramos uma alternativa para o caso de haver duvidas.

e EXEMPLO 2: Seja f{x)=x*-x-1. Mostre que existe um nimero ¢ € (—1,1) que é zero de f.

N&o é imediato que f'se anula em algum ponto. Observe que f{-1) = 1 e f{1) = -1. Pelo teo-
rema do valor intermedidrio existe ¢ € (—1,1) tal que f{c) = 0.



1) Utilize o teorema do valor intermediario, para mostrar que existe um zero da funcao dada
no intervalo dado.

a) f (x)=2x°-3x*+1; [-1,0].
b) f (x)=x>+4x*+1; [-5,-4].
¢) f(x) = senr —cos x + 5[0, Z].

2) Utilize o teorema do valor intermediario, para mostrar que existe uma solucdo para a
equacao dada no intervalo dado.

a)—x’ +2x> —1=0;[-1,0] e (1,2).
b)—x” +2x* —1=0;[-1,0].
d)senr —2cosx + 1 = 0;[Z,7].
d2tanx—x = ;[0,7].

e)x’ =~xr+2:[1,2].

3) A temperatura T (em graus Celsius) na qual a agua ferve depende da altitude (h medida
em metros, acima do nivel do mar). A formula

T(h) =100,862 —0,0415/h + 431,03
fornece aproximadamente o valor de T como uma funcao de h. Utilize o teorema do valor

intermediario, para mostrar que a agua ferve a 98 graus Celsius quando em altitude entre
4.000 e 4.500 metros.
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DERIVADA

INTRODUCAO

Conforme menciona Anton (2000, p.170), sdo muitos os fendmenos fisicos envolvendo gran-
dezas que variam como, por exemplo, a velocidade de um foguete, a inflacdo da moeda, a
taxa de crescimento diario da area de uma vitoria-régia.

O conceito de Derivada que vamos estudar agora nos da ferramentas matematicas suficien-
tes, para serem estudadas as taxas nas quais variam as grandezas fisicas.

De acordo com Eves (2004, p.417), o desenvolvimento historico do Calculo deu-se na ordem
contraria aquela que encontramos nos livros-textos e nos cursos basicos que estudamos,
como este de Calculo | que vocé esta cursando.

0 conceito de diferenciagdo (ou de derivacdo) surgiu apos a criacdo do calculo integral. A
idéia de integracdo originou-se em processos somatorios ligados ao calculo de certas areas
e certos volumes e comprimentos. Ja a diferenciacdo é um processo resultante de problemas
sobre tangentes a curvas e de questdes sobre maximos e minimos.

A maior riqueza dessa historia foi a constatacdo posterior de que a integracdo e a diferencia-
cao tém relacdo direta, sendo cada uma delas operacao inversa da outra.

RETA TANGENTE A UMA CURVA

Normalmente, entendemos a derivada de uma fungdo fem um ponto x, do dominio como o
limite, quando x tende a ., do coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f. Vé-se
que, para estudarmos a derivada de uma funcao, precisaremos usar o conceito de coeficiente
angular (ou inclinacéo) da reta tangente ao grafico de f.

Para os alunos do ensino médio, o professor de matematica diz que uma reta tangente a
uma circunferéncia em um ponto P da circunferéncia € a reta que toca a circunferéncia
em unico ponto.



Observe essa idéia na figura abaixo:

Figura 3.1

Nao ha nada de errado na afirmacgdo do professor, mas vocé poderia perguntar o sequinte: o
que € uma reta tangente a uma curva qualquer? Veremos abaixo a definicdo de reta tangente
a uma curva em um ponto P, mas podemos pensar intuitivamente como a reta que “melhor
se aproxima da curva no ponto P".

A reta tangente, pelo fato de ser mais simples do que a curva e de se parecer com a curva
na vizinhanca do ponto P, tem o papel de substituir a curva em algumas situacées. E dessa
forma que tornamos alguns problemas complicados mais simples de resolver, substituindo
uma funcdo f complicada por uma mais simples, capaz de substitui-la sem muitas perdas.

Pergunta: Qual € a reta que, no ponto P, melhor se aproxima das curvas abaixo?

t
P
P t
R Q R t
t

7

r S r S
S

Figura 3.2

Vocé concorda que € a reta t? De fato, observe que na sequnda figura, a reta r toca a curva
em unico ponto, mas nao € a reta que melhor se aproxima da curva, ou seja, ndao ¢ a reta
tangente. Na terceira figura, a reta t € tangente a curva em P, mas nao € tangente em Q. Na
quarta figura, a reta t coincide com a curva em uma vizinhanca do ponto P e € a reta que
melhor se aproxima da curva em P.

Qualquer reta que passe pelo ponto P da curva e que ndo seja a tangente, é chamada de reta
secante a curva em P.

Na primeira figura a reta s € secante a curva em P.
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INCLINA(;AO DE UMA CURVA

Ainclinacdo de uma curva em um ponto P € definida como sendo a inclinacdo da reta tan-
gente a curva em P.

Para obter a inclinacdo de uma reta, é necessario ter dois pontos da reta. Digamos que

. o . . - , . Y=Y .
P(r,y,) e Q(r,y,) sejam pontos de uma reta r. Entdo a inclinago de r é igual a P Defi-
nindo a variagdo em x como sendo Ax = x - x, e a variagdo em y como Ay =y -y, entdo a
inclinacdo de r é igual a %.

Leia com atencdo o exemplo simples abaixo, mas muito importante:
e EXEMPLO 1: Encontre a inclinacdo do grafico de f{x) = x? no ponto [%i)

Na figura abaixo, vocé devera observar a reta tangente t e a reta r secante a curva que passa
pelos pontos P e Q de coordenadas

)

11
P:(x7 ):[_7_
P Vp 24

1 1 ’
Q = (xy,¥,) —(E+M,(E+Ax) J

Ainclinacdo da reta r secante € igual a
2

1 1

- —+Ar | ——

& _ %o sz(Z j 4

Ar x

1+ Ax.

CAr+(Ar?
_ 1 1 B
0 Tp Loar-t Ax

2 2

Olhe para a figura abaixo € imagine que vocé possa mover o ponto Q. O que acontecera com
Ax? Perceba que aproximar o ponto Q ao ponto P significa aproximar a variacdo Ax do nu-
mero zero, € que se Ax tender a zero entdo o ponto Q tende ao ponto P, e mais, a inclinacao
(1 + Ax) da reta secante r se aproximara da inclinagdo m, da reta tangente t. Na verdade,
vale o sequinte:

lim(1+Ax)=1=m,.
Ar—0

Portanto, podemos dizer que a inclinacdo da reta tangente ¢ ao grafico de f{x) = 22 no ponto
[%}] é igual a 1.



_Q(2 + Ax, (2 + Ax)2

f Ax |

Figura 3.3

® EXEMPLO 2: Encontre a inclinacdo do grafico de f{x) = 2% no ponto (x, x?).

Na figura abaixo, vocé devera observar a reta tangente t e a reta secante a curva que passa
pelos pontos P e Q de coordenadas

P =(x,,y,) = (x,x7)

Q = (xy,¥,) = (x + Ax, (x + Ax)").
A inclinacdo da reta secante € igual a

Vo—Yp (x+Ar) —x" 2xAr+(Ax)  Ax(rx +Ax)
Xy —Xp r+Ar-x Ax Ax

=2x+ Ax.

Olhe para a figura abaixo e imagine que vocé possa mover o ponto Q. O que acontecera com
Ax? Perceba que aproximar o ponto Q ao ponto P significa aproximar a variacdo Ax do nu-
mero zero, e que se Ax tender a zero entdo o ponto Q tende ao ponto P, e mais, a inclinacao
(2x + Ax) da reta secante r se aproximard da inclinacdo m, da reta tangente . Na verdade,
vale o sequinte:

lim(2x + Ax) =2x =m,.
Ar—0
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Portanto a inclinacdo da reta tangente f ao grafico de f{x) = 1% no ponto (x, 4?) é igual a 2.
Como podemos interpretar a afirmacao acima?
Por exemplo, (-3,9) é um ponto do grafico da funcédo f{x) = 2% e, sabendo que a inclinagio da

reta tangente t ao grafico de f{x) = x> no ponto (x, x?) é igual a 2x, podemos entéo concluir
que a inclinacdo da reta tangente no ponto (-3,9) é igual a 2(-3) = -6.

(r + Ax)2 _Qr + Ax(x + Ax)?)

Figura 3.4

Para o grafico de uma funcédo fqualquer, vale o sequinte:

Ainclinagéo da reta tangente ao grafico de fno ponto (x, f{x)) € dada pelo limite lim Jlatds)-flx)
—0

desde que o limite exista.
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flr+Ax) ~Q(x + Ax, flr + Ax))

¢ By =fle+ Ax)- f()

10 P |
/"'7'&"""'};&(
b Axr — Xz

Figura 3.5

Observando a figura acima e a partir da definicdo dada, podemos visualizar que intuitiva-
mente a reta tangente a curva no ponto P(x, f (x)) é obtida tomando um ponto Q da curva,
diferente de P e fazendo Q aproximar-se cada vez mais de P. Observe que, fazendo isso, te-
mos que Ax tende a zero. O que acontece, quando fazemos isso, € que a reta secante PQ vai
aproximando-se cada vez mais da reta tangente a curva no ponto P(x, f (x)).

O CONCEITO DE DERIVADA

DeriNICAO

Uma funcéo f¢é dita diferenciavel (ou derivavel) em um ponto x se o limite

Sl +Ar) - f(x)
Ax

lim

Ar—0

existir. Se o limite existe, ele é chamado de derivada de fno ponto x e é denotado por f ’(x).
Costuma-se dizer derivavel no lugar de diferenciavel.
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Embora as figuras mostrem apenas o limite a direita, o limite acima ¢ bilateral, tanto para
Ax < 0 quanto para Ax > 0. Para efeito de simplificacdo, usaremos as vezes h no lugar de
Ax e a derivada sera escrita da forma

f’(x)=lim

h—0

S+h) - flr)
L

Ja vimos que a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f (x)) é dada pelo
limite AlJ}mO SeA2 ) Gesde que o limite exista. Assim, a partir da definicdo de uma funcdo f
diferenciavel em um ponto x, concluimos:

A derivada f'(x) é igual a inclinacdo do grafico de fno ponto .

Quando afirmamos que f¢ diferenciavel em um ponto x, estamos encontrando a inclinagéo da
reta tangente em qualquer ponto .x real, assumindo que o limite f°(x) = lim /1 exista,
h—0

0O fato é que o processo de encontrar o llmﬂ significa encontrar a derivada da funcao

fno ponto x. E, quando calculamos f (a) estamos determinando a derivada de fno ponto a,
ou a inclinacdo da reta tangente a curva no ponto “a”, ou seja, a inclinacdo da curva em

e EXEMPLO 3: Encontre a derivada da fungdo constante f (x) = ¢ no ponto ..
Resolucdo:

1 mw —1im <=5 = limo = 0.
h—0 h "0 h e

)=

Era esperado encontrar a inclinacdo de uma reta horizontal igual a zero em qualquer ponto .x.

Logo, se f (x) = ¢, entdo f (x) = 0

® EXEMPLO 4: Encontre a derivada de f(x) = ax + b no ponto .x.

Resolugdo: Este exemplo € 0 mesmo que calcular a inclinagdo da reta f(x) = ax + b no ponto
x. E esperado encontrarmos inclinacéo a.

Veja que f(z) = az + b e portanto, para z = x + h tem-se f(x+ h) = alx + h) + b.

Logo, usando a definicdo:

f(X+h) S

o alr+h)+b—-(ax+b) .. ah .
=lim =lim— =lima =a.
h—0 h h—0 |} h—0

)=

ha

Logo, se f(x) = ax + b, entdo f'(x) = a.



e EXEMPLO 5: Encontre a derivada de f(x) = 2> no ponto x.

Resolucdo: No exemplo 2 vimos que inclinacdo da reta tangente t ao grafico de f(x) = x? no
ponto (x, x)? é igual a 2.

Logo podemos afirmar que f ’(x) = 2.x, ja que a inclinacéo da reta tangente ao grafico de fno
ponto x representa a derivada de f'no ponto .

® EXEMPLO 6: Encontre a derivada de f(x) = 2° no ponto .x.

Resolucdo: Veja que f(z) = z° e, portanto, para z = x + h tem-se f(x + h) = (x + h)°.

3 3
, . xr+h)— flx . (r+h)y —x
f(x):llmwzllmL
h—0 h h—0 h
. 3x°h+3xh” + . x° +3xh+
3x°h+3xh” + 1’ h(3x* + 3xh + h’
= lim = lim
h—0 h h—0

= %in(}(3x2 +3xh+h’)=3x".

Assim, se f(x) = 2, entdo f (x) = 322

Figura 3.6
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Acima esta o grafico de f(x) = x°. Observe que f’(0) = 0, ou seja, a reta tangente ao grafico
de x® no ponto x = 0 € 0 eixo-x, ou seja, a reta horizontal y = 0.

® EXEMPLO 7: Encontre a derivada de f(x) = Jr no ponto .x.

Resolugao: Observe que se x € um numero real do dominio da funcdo entdo x>0 e

Slx)= lhll%

flx+h)— fx) _lim \/.X'+ —Jx
h

h—0

GiiiE JFJ‘WN‘

=Ilim 1=1im
h—0 h h—0 h 1/x+h+\/7
~lim (x+h) im 1

TNy M(WJ) NG

Entéio, se f(x) =V , entdo f(x) = _—

Abaixo esta o grafico de f(x) = Jx . Observe que o limite acima, para x = 0 é igual a o e que
a reta tangente ao grafico de +/x ¢ o eixo-y, ou a reta vertical x = 0.

44
y
3_
v
2 -
‘]_
0 2 4 6 8
X
Figura 3.7

e EXEMPLO 8: Encontre a derivada de f(x) = % no ponto x.

Resolucao: Observe que se x € um numero real do dominio da funcdo entdox # 0.



1 1
flx) =lim—f(x+h]_f(x) —limX+th 1 _x

h—0 h h—0 h
x-(+h)
. (r+h)rx . —h . -1 1
= lim = lim =lim =—-—.
h—>0 | =0 hx(x +h) 10 x(x+h) x

Assim, se f(x) =~ entdo, f'(x) = _iz.
e EXEMPLO 9: Encontre a derivada de f(x) = x> + x +/x +} no ponto .r.

Resolucdo: Usando a propriedade de que o limite da soma € a soma dos limites, temos

fx)=2xr+1+—— !

1
+—.
N
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1) Encontre a derivada no ponto x das fungdes:

a) f(x) = x*. Resposta: 4x°

b) f(x) = 3. Resposta: 0

¢) f(x) = 3x + 3. Resposta: 3

d) f(x) = 3x% Resposta: 6.

e) f(x) = 5x°. Resposta: 151

f) fla)="1 .Resposta:_%

g) f(x) = 3+/x . Resposta: e

h) f(x) =5x° —5x+2—;—7\/; Resposta: 10x—5—%—ﬂ7;
2) Encontre a inclinacéo da funcéo abaixo no ponto x indicado:

a) f(x) = x* em x = 2. Resposta: 4.2° = 32

b) f(x) =3 em x = 1. Resposta: 0

c) f(x) =3x + 3 em x = —1. Resposta: 3

d) f(x) = 3x* em x = —1. Resposta: 6(—1) = —6

e) f(x) = 52° em x = —2. Resposta: 15(—2)?= 60

f) f(x) =2 em x = -1. Resposta: é =—7

9) f(x) = 3J/x emx = 1. Resposta: ﬁ%

h) f(x) = 52" —5x +2 —2 —7/x em x = 2. Resposta: a0

4
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3) De acordo com a figura abaixo, diga se a derivada no ponto x existe e, se existe, diga qual
¢ a derivada.

af=r—-22+1emxr=2

b) f)=r—2P+1emxr=2

Figura a Figura b

0.5

Figura c

4) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico da fungdo no ponto indicado, faca o gra-
fico da funcdo e da reta tangente num mesmo sistema cartesiano:

Veja o exemplo primeiro: Seja f(x) = x* e 0 ponto x = 2.
Solugdo: f ’(x) = 42° e, portanto a inclinagdo da reta tangente em x =2 é f (2) = 4.2° = 32.
A equagéo de uma reta de inclinagdo m e que passa pelo ponto (x,, y,) ¢ dada por y — y, =

m(x—x,). Como a reta tangente passa pelo ponto (2,16) entdo sua equagéo é

y—16 = 32(xr—2).
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a) fr) =3remxr=—1.

Resposta: y — 3 = —6(x + 1).

b) fla)=" emx=—1

Resposta: y + 7 = =7 (x + 1).

) flx)=3Jr emx=1.

Resposta: y—3=2(r—1).

d) flr)=5x" —5xr+2->— 7Jr em xr=2. Veja abaixo o grafico dessa funcéo.

X

Resposta: y — 2 =732 = O (r 7))

2 4

20 4

-10 4

-20 4

-30 -
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DIFERENCIABILIDADE E CONTINUIDADE

Nesta secdo exibiremos funcgdes continuas, mas que ndo sao diferenciaveis, e veremos ainda
que a diferenciabilidade de uma funcdo em um ponto implica a continuidade da funcdo no
mesmo ponto.

Quando uma funcao € diferencidvel em um ponto , isso significa que a mudanca de direcdo
da curva ocorre suavemente. Quando existem mudangas bruscas de direcdo em um ponto
entdo, ndo ha diferenciabilidade da funcdo naquele ponto. Veremos isso abaixo com a funcéo
modular no ponto x = 0.

Uma funcédo f de dominio no intervalo | e contradominio R ¢ dita diferenciavel no ponto
x elseolimite

lim
h—0

h

existir. O limite acima existira se, e somente se, os limites laterais a esquerda e a direita exis-
tirem e forem iguais. Esse limite lateral a esquerda é chamado de derivada a esquerda de fe
denotado por f, enquanto o limite a direita € chamado de derivada a direita de ¢ denotado
por f7. Portanto uma funcio fsera diferencidvel em um ponto x, se os limites

lim flr+h)- f(x)

’

h—0" h
i 1=/

existirem e forem iguais.
0 exemplo abaixo apresenta uma funcdo continua que nao € diferenciavel:

e EXEMPLO: A funcdo modular definida por

x,sexr=>0
|x|= -x,sex <0
b

€ continua mas ndo ¢ diferenciavel em x = 0. Veja abaixo o grafico desta funcao.
De fato: Para ver que é continua em x = O basta analisar os limites laterais

lim |x| =lim—-x =0, lim |x| =limx=0
r—0" x xr—0"

—0~ xr—0"
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Figura 3.8

Uma funcgdo fde dominio no intervalo | e contradominio R é dita diferenciavel no intervalo
| se for diferenciavel em todo pontox €.

Para ver que nao ¢ diferenciavel em x = 0, veja que

h—0" h h—0" h h—0" h
[
lim LO+P-f0O .k
h—0* h h—0" )

As derivadas laterais existem, mas ndo sdo iguais e, portanto, ndo existe o limite

limw-

h—0

Os pontos em que o grafico de ftem tangentes verticais ou que as mudancas de direcao sao
bruscas do tipo “bicos”, sdo pontos em que fndo € derivavel. Veremos mais abaixo que nos
pontos de descontinuidade a fungcdo também nao ¢ derivavel. Veja mais alguns exemplos de
funcdes que ndo sdo derivaveis em x = 0.

2
x°,sex<0 1, sex<0
Sla)=1 ", glx) =

x°, se x> 0. -1, se x > 0.

y y
1
1
-1 0 1
-1 ol 1
X -1 X
Figura 3.9



O grafico da funcdo facima tem um bico em x = 0, enquanto g tem uma descontinuidade
do tipo salto.

TEOREMA

Se uma funcéo f¢é diferenciavel em x entdo f¢é continua em .x.

DEMONSTRACAOQ: Para todo & = 0 tal que x + h esteja no dominio de f, temos

h

Sflr+h)-flx)= .

Se fé diferenciavel em x entdo

iy LD g

h—0

E, portanto

h

lhiir(}[f[x +h)— flx)] = EI% 1;1153}1 = f’(x].lhin(}h = f’(x).0 =0.

Dai
lim f(x+h) = f(x)
0 que mostra que f¢ continua em .r.

Este teorema diz que “f¢é diferenciavel em x” implica a frase “f¢é continua em x”. A reciproca
nao ¢ verdadeira, como visto nos exemplos funcdo modular e raiz cubica acima.

Se uma frase A implica uma frase B, entdo a negacéo da frase B implica a negacao da frase

A. Para o teorema em questao, isso significa que o teorema € equivalente a dizer que a frase
“fé descontinua em x” implica “fnédo é diferenciavel em x”.
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1) Mostre que a fungdo raiz cubica f(x) = 3/x , cujo grafico esta abaixo, é continua, mas ndo
¢ diferenciavel em x = 0.

2) Qual é o maior nimero inteiro menor do que 2,14? Qual é o maior numero inteiro menor
do que -2,147 Respostas: 2 e -3.

3) A fungdo maior inteiro de x é definida como sendo o maior nimero inteiro menor do que
x e denotada por [.x]). Faga o grafico da fungéo maior inteiro e analise os pontos de descon-

tinuidade e derivabilidade.

4) Analise os graficos abaixo e indique em quais pontos a funcdo néo é derivavel.

y y
- 1| 0 12 1| x - 1| 0 12
y y
1 1
-1 0 Ty -1 0 s 1
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- 3.6 OPERACOES COM DERIVADAS

Nesta secdo serdo mostradas algumas operacdes entre derivadas, tais como derivada de
somas, produtos e quocientes de funcdes, que permitirdo calcular com maior seguranca e

X

rapidez a derivada de expressdes do tipo 2

5r+1
Ja vimos nos exemplos anteriores que:
a) A derivada de k(x) = cé k’ (x) = 0.
b) A derivada de f(x) =ar+ b é f’'(x) = a.
c) A derivada de g(x) = x?é g'(x) = 2.
d) A derivada de h(x) = 22 ¢é h’(x) = 322
e) A derivada de I(x) = é I'(x)= ..

f) Aderivada de r(x) =Vx € r'(x) =1 =1r- 1.

Por simplicidade, as vezes escreveremos (ax + b)’ = a ou (x?)’ = 2x para explicitar a derivada
do que esta dentro do parénteses. A igualdade (x)" = 1 é um caso particular do item b.

OPERACOES: Se fe g sdo duas funcdes diferenciaveis em um mesmo dominio, entao:
1) (af (x))" = af ’ (x) para a real.
2) (F () + g0) = f (@) + g’'().
3) (x")’ = nx"" para n real.

Demonstracgdo de 1):

(@f () = lim

h—0

af(x+h)—af(x) _ lim al f(x+h)— f(x)]
h h

=alim
h—0

DR (R

Demonstragdo de 2):

flr+h)+glx +h)—[f(x)+ g(x)]

(f@)+ glx))" = lim

h
= lim [f(x +h) - f(x)] ; [g(x + h) — g(x)]
_ %}n(} flr+ h}: - flx) N %}H(} glx +h)—g(x)

= fx)+g’(x).
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Demonstracdo de 3): para a demonstracdo desta propriedade, sera usado o binémio de
Newton em que para n inteiro positivo,

n n n n-1 n n-k.k n n-1 n
(x+h)'=x"+ X"h+eH || X"TR xh"" +h",
n—1 k n—1

n!

onde [,Z’] = @t - Portanto a demonstracédo que sera dada aqui, justifica a igualdade no item
3 apenas para n inteiro positivo.

(") =lim —(x th -

h—0

= lim
h—0 h
n n n
hH ]x"“ +---+[ Jx"‘kh’e‘1 +- ( jxh"‘2 +h"‘1}
n-—1 k
=lim
h—0 h

[ —
TN
S
;S
—_
~
=
3
+
+
R
~
~—
Hﬁ
|
=
T
+
VR
~—
jad
=
3
+
=
|
[

Deixaremos como exercicio para o aluno mostrar que vale para n inteiro negativo. A nossa

sugestdo € que o aluno substitua n por —n e faca contas ou que use a derivada do inverso
que veremos mais a frente.

Em sala de aula, costumamos dizer que, para derivar um mondmio x", o aluno deve derrubar
o0 expoente e por n — 1 no expoente, para gerar nx"".

De posse das trés operagdes acima, ja podemos derivar polindmios de maneira mais facil.
o EXEMPLO 1: Derive o polindmio p(x) = zx* ++/3x* —=5x> —2x +7.
Solucdo: Aplicando as operacées 2, 1 e 3 nesta ordem temos

') = (zx* +3x° =522 =20 +7)
= (7x*)+ (327 + (=517) + (=20) + (7)’
= 7(x*) +3(0°) = 5(x?) = 2(x) + (7)’
=47x’ + 3322 102" =2

E a derivada do produto de funcdes? E igual ao produto das derivadas? A resposta ¢ nio.



DERIVADA DO PRODUTO DE FUN(;f)ES
Se fe g sdo duas funcdes diferenciaveis em um mesmo dominio entao

(f@) g)) =f) g () +f () gla).

Demonstracdo: Em algumas operagcdes matematicas € proveitoso acrescentar zero, melhor
dizendo, somar e subtrair uma mesma expressdo. Para essa demonstracao, sera proveitoso
subtrair e somar f(x + h) g(x).

Veja que:

Sl +h)glx +h)— f(x)g(x)
= flx+h)glx + h)— f(x + h)glx) + fx + h)g(x) - f(x)g(x)
= flx+n)glxr +h)—gx)]+[f(x + h) - f(x)]lg(x)

Dividindo por h e aplicando o limite temos

lim [ fla+hgle +h h) -~ f(X)g(x)}
_ ym{f (o + h)[g(;cl +h) - g(x)]} +lim [[ Sl +h) ;l f(x)]g[x)}
- %ing[f(x 4 h)w} lim [[f(x + h}: — f)] g(x)]

Como f ¢ diferenciavel, entdo f € continua e assim %in&f(x+h] = f(x). Pelo fato de fe g

serem diferencidveis, os limites lim 020t Jjy V22T eyistem e portanto
h—0

+ lim

h—0

g(x)

[g(x + h) — g(x)] [f(x+h)— f(x)]
h h

(f(0)g(x))” = 1im f(x +h)
= Jim f(r + ) mw

[flx+h)— fx)]
h

+lim
h—0

= f(x)g’(x) + g(x) f(x).

lim g(x) = f(x)g’(x) + f(x)glx)

A regra basica da derivada de um produto de duas fungdes € igual a soma do produto do primeiro
pela derivada do sequndo com o produto da derivada do primeiro pelo segundo, ou comumente
dito assim: a primeira vezes a derivada da sequnda mais a sequnda vezes a derivada da primeira.
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® EXEMPLO 2: Derive o produto f (x) = (2x — 3)(x* — x + 55).
Solucgéo: Seguindo a regra do produto, o aluno deve repetir o primeiro (2x — 3), mul-
tiplicar com a derivada do segundo (x> — . + 55) e somar com a derivada do primeiro

multiplicado pelo segundo. De forma clara,

fl)=02xr—-3)(x*—-x+55"+(2xr—3)" («* — x + 55)
=2r—-3)2r—1)+2(*—x+55 =622 — 10x + 113.

DERIVADA DO INVERSO DE UMA FUNCAO

Se g é uma funcdo diferenciavel no seu dominio entdo f(x) = ﬁ ¢ diferenciavel e a sua
derivada €é
: g'(x)
Sfilx)= .
glx)’

Demonstracdo: Observe as igualdades abaixo

11 glx)—glx +h)
Sle+h) - flx) glr+h) gla) _ glr+hglx) _ glx)—glx+h) l
h h h glx+h)glx) h
_gl)—glr+h 1
b gl g

E aplique o limite para ter

fleeh)-flo) _

f (X) - lhli% h h—0

{g(x) —glx +h) 1 }
h “glx + h)g(x)

=—lim[g(x+h)_g(x]}.lim{ ! }z—g’(x). L
h—0 h h—0 g(x+h)g(_r) [g(x)]

Foi usado acima o fato de g ser diferenciavel implicar em g continua e portanto
%im g(x + h) = g(x). Assim temos
—0

g’(x)

S0 = r



* EXEMPLO 3: J4 € conhecido que se f(x) =, entdo f’(x) = _iz. Qual é a derivada
x

glx) = xiz? Ede h(x)= %" para n natural?

Solucéo: sequindo a derivada do inverso, temos

gl=-2-_2
x x
e
n-1
, nx n
h (X] == x2n = n+1

Observe que é possivel interpretar esta derivada da segquinte forma:

de

se

h(x) = xin =x"", entdo, podemos usar a regra que “derruba” o expoente —n. De fato,

—(n+1) —__n

xn+1

h'(x)=-nx"" =—nx

e EXEMPLO 4: Qual ¢ a derivada de f(x) = ?

r+4

Solucdo: sequindo a derivada do inverso, temos

oy 1 ’__ 1
f(x)_(x+4) TR

Observe que neste exemplo g(x) = x + 4 tem derivada igual a 1 e que

(o g 1
IO =r = G

DERIVADA DO QUOCIENTE DE FUN(;C)ES

Se fe g sdo duas funcdes diferenciaveis em um mesmo dominio entao

(ﬂﬂ):fhmw%f&MUL
glx) [g(x))

Demonstracdo: Para este caso, usaremos que a divisdo de um nimero f (x) por um nimero

g(x) é igual ao produto de f (x) pelo inverso de g(x), ou seja,

S oo 1
g(x) . glx)’
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Pelas derivadas do produto e do inverso, a derivada do produto acima existe e € igual a

SOV ) = g L)oo
[g(x)J (f (X]'g(x)] / (X)(g(x)}gmf )

m(_ g’ J el ey L)~ )
(9] )  glx) [9(x)]

13—2x+l

* EXEMPLO 5: Qual é a derivada deg(x) = *—;

Solucdo: sequindo a derivada do quociente, temos

@ =2r+1)(xr+4)-(r+4)(° -2xr+1)

g'(x)= 4y
B -2+ - -2x+1) 207 +12x° -9
B (x +4)° C (r+ay

Em sala de aula é costumeira a sequinte recomendacéo do professor:
1) primeiro derive o numerador e multiplique pelo denominador.
2) coloque o sinal de subtracéo.
3) derive o denominador e multiplique pelo numerador.
4) divida tudo pelo quadrado do denominador.
Ou, de modo “coloquial”:
“A derivada do quociente de duas funcdes € igual a funcdo de baixo, vezes a derivada da

funcao de cima menos a funcdo de cima vezes a derivada da funcdo de baixo, sobre a funcédo
de baixo ao quadrado.”

5 2
X~ =3x"+5x+11
-

e EXEMPLO 6: Qual é a derivada de f(x) =

xz +6x—4

Solucdo: sequindo a derivada do quociente, temos

, X =3x  +5r+11Y)
fx)= -
X +6xr—4
_ (Bx* —6xr+5)(x’ +6x—4)—(2xr+6)(xr° —3x* +5xr +11)
(x* +6x —4)
_ 3x° +24x° —20x" —23x” + 21— 86
(x* +6x —4) '
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Encontre a derivada em relacdo a variavel da funcdo abaixo:

1) fl)=—-2x Resposta: —2
2)f@=1-2x Resposta: —2
3)f(@)=1—2r+ 522 Resposta: —2 + 10x

4) flx)=7x° 50" +13x° —7zx’ + Jx+17  Resposta: 35x" —20x” +39x” =270 +

5)f(x)=;—][iz+xi5 Resposta:_%z.,_%_%’
6) f(x) =/3(1-2x) Resposta:—2+/3

7) flx) =31-21)2 - 1) Resposta:/3(4.x —5)

8) f(x) = (- 5)3x+1) Resposta: 942+ 2x — 15
9 fla)y=x—- Resposta: 1+ Iiz

Use a regra da derivada do inverso para as que seguem.

10) fx) = = Resposta: _ﬁf
”]f(x) _ _(T_ll)f Resposta: (T_Zl)’f

12)f(ff)=m

Use a regra da derivada do quociente para as que seguem.

==

(r—1

1 5) f(x) — 3r-2

=)

16) Encontre a derivada da derivada de f(x) = 52°. Resposta: 30x
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DERIVADA DE ORDEM SUPERIOR

Discutiremos nesta secdo derivadas de ordem superior como, por exemplo, a derivada da de-
rivada de uma funcio, ou seja, a sequnda derivada de uma funcdo. A derivada de y = f (x) em
relacdo a x é denotada por y’ = f ‘(x). Observe que y’ ndo deixa explicito em relacdo a qual
variavel estamos derivando. Na notacdo de Leibniz, a derivada de y em relacdo a x € denotada
por 2.

Atencdo: isso ndo € uma fragao!
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), um dos inventores do Calculo, é considerado o gran-
de génio universal do século XVII e foi ele quem introduziu a notagdo le dentre varias outras

que usamos até hoje na Matematica.

Vejamos alguns exemplos antes de introduzirmos a no¢do de derivada de ordem superior
(derivada segunda, derivada terceira, etc):

e EXEMPLO 1: Encontre a derivada de y = x®

Solucdo:

dy _
dx

5xt.

Agora, digamos que a funcdo dependa de outra variavel, por exemplo, uma da variavel z e
outra da variavel ¢, e, observe:

e EXEMPLO 2: Encontre a derivada de y = z? (em relacdo a z) e de y = 3 — ¢ (em relacéo a 1).

Solucdo:
d_y =2z
dz

e
b __
dt

Se desejamos encontrar a derivada de y = f (x) no ponto x = a, a notacéo usada é %
Veja o exemplo a sequir:

xr=a



e EXEMPLO 3: Encontre a derivada de y = z% no ponto z = 3.

Solucéo:
d_y =2z
dx z=3

E a derivada segunda de uma funcédo?

Para a derivada da derivada de uma funcédo y = f(x), chamada derivada segunda de y = f(x),
usaremos aqui os seguintes tipos de notacéo:

a)y”=f"0. b) £y,
A derivada segur;da é igual derivada da derivada de y = f (x), ou seja, é a derivada de % \
cuja notacdo ¢ 375 =20y

Atencdo: essa notacdo entre colchetes também € comum e vocé podera encontra-la nos
livros de Calculo.

e EXEMPLO 4: Encontre a derivada seqgunda de y = x°.

Solucdo:
W gy
dx
e
2
Y — 200
dx

e EXEMPLO 5: Encontre a derivada sequnda de y = ;

Solucéo:
dy__ 1
dx x’
e
’y 2
dr* 1’
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1

® EXEMPLO 6: Encontre a derivada segunda de y = — no ponto xr = —1.

Solucdo: Conforme o exemplo anterior temos

Para a derivada da derivada sequnda de uma funcdo y = f(x), chamada derivada terceira de
y = f(x), usaremos aqui os seguintes tipos de notagao:

3
)y = f DEER

A derivada terceira é3igua| derivada da derivada sequnda de y = f (x), ou seja, é a derivada de
3;5 , cuja notagao ¢ 3 = L[y,

e EXEMPLO 7: Encontre a derivada terceira de y = % no ponto xr = —1.

Solucdo: Conforme exemplo 5,

y_~2
dr* 1’
e
cy 6
dr’ x*
y ~ 3
No6s queremos entdo 22|  =-_° =-2=—6.

a3l -t

A derivada segunda € também conhecida como derivada de ordem 2. A derivada ter-
ceira € também chamada de derivada de ordem 3. A derivada de ordem n é denotada
por

d'y

dr"’

e EXEMPLO 8: Encontre a derivada de ordem nde y = %

Solucdo:




Encontre a derivada de ordem 2 para as funcbes que se sequem:

OBS: Este exercicio tem por objetivo fazer com que o aluno se dedique as notacdes. Portanto
esforce-se para usar a notacdo corretamente.

) fl)=—-2x Resposta: 0
2) f(@)=1—2x+ 522 Resposta: 10

3) flr)=7x" —5x" +132° —zx’ + S x+17  Resposta: 140x’ — 601 + 78x — 27

4 fx)=1-5+5 Resposta: —r — ¢ + 7
5) fx) =/3(1-2x1) Resposta: 0

6) f(x) =~/3(1-21)2 - 1) Resposta: 43

7) f(x) = (*=5)Bxr+1) Resposta: 18x + 2

8) flar)=0x—- Resposta: ~

Use a regra da derivada do inverso para as que sequem.
9) fla) =% Resposta: ﬁ

-6

10) Flr)=— . _11) Resposta: =

"]f(x)=m

Use a regra da derivada do quociente para as que seguem.

Encontre a derivada de ordem 2 no ponto x = O para as funcdes dos exercicios 1, 2 e 3.

Respostas: 0, 10 e —27
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TAXA DE VARIACAO

O crescimento da area de uma vitéria-régia é de 5 cm? a cada dois dias, entdo dizemos que
a taxa de crescimento médio da area da vitdria-régia é de 2,5 cm?/dia. O crescimento é uma
variacdo, assim como decrescimento. Poderiamos escrever apenas que a taxa de variacdo
média da area da vitdria-régia é de 2,5 cm?/dia. O fato da taxa ser positiva significa que é
um crescimento. Se fosse negativa, significaria um decrescimento, e se fosse zero, significaria
que ndo houve variagao.

Chamamos Axr = x —x, de variagdo em xe Ay = y—y, avariagdo em y. A razéo

Ay
Ax

€ chamada taxa de variacdo média de y em relacdo a .

e EXEMPLO 1: Suponha que um motorista, ap6s 30 sequndos de sua partida, olha para o
velocimetro e registra que o veiculo esteja a uma velocidade de 45km/h e que apos 1 minuto
registra que esteja a uma velocidade de 60km/h. Qual a taxa de variacdo média da veloci-
dade em relacdo ao tempo?

Solucdo: Seja Av = (60 —45)km [ h = 15km [ h a variacdo da velocidade At = (1 —l)

2
min a variacdo do tempo. Entdo a taxa de variagdo média da velocidade em relagao ao

tempo é & = 1> = 30km [ h a cada minuto.
2
0 que aconteceria com a taxa de variacdo média da velocidade se esse tempo fosse

cada vez mais curto?

Velocidade e Aceleracdo: Suponha que um objeto se mova em linha reta e que S(f) seja a sua
posi¢do no instante t. A velocidade média v, € igual a taxa de variagéo média da posigdo em
relacdo ao tempo, ou seja,

CASE) S()-S(t,)
At t—t,

A velocidade v(t) do objeto no instante ¢, € igual ao limite

. S()-S(t,)
lim—

t—t, t — tO
se o limite existir. Neste caso,

olt) = S'(t).

0



A velocidade v(to) ¢ também chamada de taxa de variacdo instantanea da posicdo no
instante t.. Se o limite

. t)—vlt

lim v(t) - v(t,)

t—t, t— to

existir entdo a aceleracdo a(to) ¢ definida como sendo este limite, ou seja,
alt) =v'(t)

Assim, podemos entender que a aceleragéo a(t)) (no instante t ) é a derivada da velocidade
v(f) no instante t, também chamada de taxa de variacdo instantanea da velocidade no
instante f,.

e EXEMPLO 2: Aceleracdo constante.

Quais sao a posicdo e a velocidade no instante ¢ de um objeto cuja aceleracdo € uma cons-
tante a?

Solucdo: Vimos no exemplo anterior que a derivada da velocidade ¢é a aceleracdo. A
unica funcéo de ¢ cuja derivada é constante é v(f) = at + C, onde C € uma constante.
Veja que v(0) = Ce, portanto v(f) = at + v(0). Sabendo que a derivada da funcéo posi-
¢do S(1) é a velocidade, entdo deduzimos que S(t) = 5 at” + v(0)t + S(0) .

Os autores dos livros de fisica costumam escrever o sequinte:

Se a aceleracdo € constante, ou seja, independente do tempo #, entdo a velocidade
média € simplesmente a média aritmética desde o inicio até o instante final. Para o
intervalo de tempo de O a ¢,

_ v(0)+v(r)

==

m

Por outro lado, a velocidade média € igual a

_ S(H)-S(0)
=22,

Igualando as duas temos
ﬂﬂzﬂ&+émeWML

A aceleracdo média ¢ igual a
_ v(0)+v(f)

m *

t
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Pelo fato de a aceleragdo ser constante, temos a = a_. Logo v(f) = at + v(0) e

S(t) = S(0) + v(0)t + %atz.

e EXEMPLO 3: Queda livre. A aceleracdo de um corpo em queda livre, denominada aceleracdo
da gravidade, é constante. Na superficie terrestre ou proxima a ela, o seu modulo € aproxi-
madamente 9,8m/s’.

Uma moeda € largada de uma torre. Ela parte do repouso e se move em queda livre. Calcule
sua posicao e sua velocidade no instante 1 sequndo.

Solugéo: Vamos admitir que a origem seja no topo da torre, ou seja, S(0) = 0 e que o
sentido positivo do eixo-y seja para cima. Como ela parte do repouso, entdo v(0) = 0.
Logo

S)=0+0.1+ %(—g)lz =—4,9m.

e EXEMPLO 4: Uma barata grande pode desenvolver uma velocidade igual a 1,50m/s em
intervalos de tempo curtos. Suponha que, ao ligar a Idmpada em um motel, vocé aviste uma
barata que se move com velocidade de 1,50m/s na mesma direcdo e sentido em que vocé se
movimenta. Se vocé esta a 0,90m atras da barata com velocidade de 0,80m/s, qual deve ser
sua aceleracdo minima, para que vocé alcance a barata antes que ela se esconda embaixo de
um movel situado a 1,20m da posicéo inicial dela?

Vocé deve pensar antes de ver a solucdo abaixo!

Solugcdo:  vocé 0,90m barata 1,20m movel

< > < >

A barata tem velocidade constante e, portanto aceleragdo zero. Para vocé calcular a
sua aceleracdo minima, vocé precisara saber quanto tempo a barata gasta para alcan-
car o movel. Nesse mesmo tempo, vocé devera também alcancar o mdvel. Vocé devera
trabalhar com duas equacdes. Uma para descobrir o tempo da barata para alcancar o
movel.

1 3.1 3
1,20m = S, (t) = Sb(0)+vb(0)t+5aht2 = 0+5t+50.t2 =Et

e portanto ¢ = 0,8s. Isso significa que vocé deve alcancar o moével em 0,8s ou menos.

64

1 8 8 1
2,10m = S, (0,8) = S, (0) + v, (0)0,8 + —a,(0,8) =—.—+—a,
2 10 10 2 "100

Logo a,= 6,5625m/s”.



1) Qual é a taxa de variacdo média da area, se os lados de um quadrado crescem 10%?
Resposta: 21%.

2) Qual é a taxa de variacdo média da area, se os lados de um quadrado decrescem 10%?
Resposta: -19%.

3) Qual é a taxa de variagdo média da funcéo f(x) = x2 — 2, no intervalo [1,2]? E no intervalo [l,g] ?
Resposta: 1.

4) Qual é a taxa de variacdo média da funcéo f(r) = * — 2, no intervalo [1,2]? E no intervalo [1, %] ?
Resposta: 7. .

5) Uma moeda é largada de uma torre de 48m. Suponha que ela parte do repouso e se move
em queda livre. Calcule sua posicdo e sua velocidade nos instantes 1, 2 e 3 segundos.

Dica: A aceleracdo é a gravidade, ou seja, a = -9,8m/s% Segundo o problema, S(0) = 48m e
v(0) = 0. Entdo

S(t) = S(0) + v(0)t + %atz =48-4,9".
Fazendo t = 1s, temos
S(1) = 48 — 4,9.12= 43,1m.

Faca o restante deste exercicio.
6) De um topo de um edificio, é arremessada uma bola para cima. A bola sai da mao do arre-
messador, na altura da cabeca, com velocidade de 15m/s. A bola retorna passando raspando
a cabeca do arremessador e continua a queda. Calcule:

a) a posicdo e a velocidade da bola 1s e 4s apos deixar a mio do arremessador;

b) a velocidade quando a bola esta a 5m acima da cabeca do arremessador;

c) a altura maxima atingida e o tempo que ela leva para atingir essa altura;

d) a aceleracdo da bola quando ela se encontra na altura maxima.
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REGRA DA CADEIA

Nesta secdo, estudaremos a derivada de composicdo de fungdes. Os exemplos dessa secdo
serdo limitados as derivadas de poténcias de polindmios. Como primeiro exemplo, pergunta-
mos: qual é a derivada de f (x) = (x2+ 1)°? Uma solucéo trabalhosa a ser dada seria desen-
volver a expressdao por meio de somatdrios de mondémios. A regra da cadeia simplifica esta
solugdo. A expressdo (x2+ 1)° é a composicao (f ou)(x) = f (u(r)) onde u(r) = x*+1 e f(u)=u®.
A derivada de uma composicdo € um produto de derivadas conforme o teorema abaixo:

TeorReMA DA REGRA DA CADEIA

Se f é uma funcdo diferenciavel em g(x) e g é uma funcdo diferencidvel em x en-
tdo a composicdo g = fou é diferenciavel em x e a derivada de g(x) = (fou)(x) é igual a
dg df du

2 [g()] = L[ f(w)]--[u(x)], ou, equivalentemente, % = 4 %

Em outra notacéo, (fog) (x) = f (g(x))g’(x).

® EXEMPLO 1: Encontre a derivada de g(x) = («* + 1)°.

Solugéo: A expressdo acima é a composicdo g(x) = (fou)(x) = f (u(x)) onde u(x) = x* +
1 e f(u) = u’. Entdo

dg _df du

=5u*.2x =5(x" +1)*.2x = 10x(x* +1)*.
dr dudx

® EXEMPLO 2: Seja p(x) um polinémio. A derivada de g(x) = [p(x)]" é [p(x)"]" = np(x)""p(x)".
Solucgdo: a funcgdo g(x) = [p(x)]" é a composicdo g = fop onde f (p)=p" e p = p(w).

Pela regra da cadeia, temos

dg df dp n—1 dp n-1 ’

—~ == =1 — =nuplx xX) .

ar  dpdr LA plx)" plx)
Vocé deve ter percebido como funciona a regra da cadeia para poténcias de polindmios. Em
sala de aula o professor costuma dizer que a derivada de uma poténcia de polindmio ¢ feita

da seguinte forma:



a) derrube o expoente n;
b) tire 1 do expoente do polindmio;
c¢) multiplique o resultado pela derivada do polinomio;

A regra no exemplo 2 acima vale também para n € R e para qualquer funcio p(x) diferenciavel.

e EXEMPLO 3: Encontre a derivada de g(x) = -

Soluggo: O aluno ja sabe derivar a fungdo g(r) = — usando a regra da derivada do
quociente. Neste exemplo usaremos a regra da cadeia. Veja que g(x) = 2;_1 =(2r-1)"

Pelo exemplo 2, temos

-2
(2x-1)

)] = —10r —1)" 2 = —2@x -1 =
dx

Como o exemplo acima, antes de usarmos a regra da cadeia, devemos ajustar a funcéo
colocando-a como uma poténcia de funcdo. Vejamos outro exemplo:

® EXEMPLO 4: Encontre a derivada de g(x) =vx* +1.

Solugdo: A funcdo g(x) =~x’ +1 éigual a glx)=(x* +1). 0 formato (x> + 1)% éo
ideal para usarmos a regra da cadeia. Logo,

d dl oy lo o=
E[g(x]]—a{(x +1) }—Z(x +1) 2.2x = -

xr-1*

e EXEMPLO 5: Encontre a derivada de g(x) = ﬂﬂ

1

Solucdo: Escrevendo a funcdo como a poténcia de funcdo racional (2“3)5 e usando a
x-1
regra da cadeia, temos

1 2
d d|(2x+3)3 1(2xr+3\3 d|2xr+3
—[g(x)] =— =— —
dx drx r—1 3\ r—1 dr| r—-1
2
_l(x—ljB i[2x+3}_13(x—1j2 i{2x+3}
3\ 2xr+3) dr| xr-1 3\ 2x+3) “dr| x-1
_l}(x—ljz [2(r—1)—(2x+3).1}_13
3\ 2xr+3)° (xr—1) 3

-5 3(1’—1)2
-1 \\2xr+3) "

) &
2r+3) (xr—1)

N
=
|
Pk
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1) Encontre a derivada de:
a) f(x) = (2 +1)5.
Resposta: f’(x) = 10x{x?+ 1)*
b) g(x) = (x> — 2x + 1)°. Sugestdo: veja que X* —2xr + 1 = (xr — 1)%
Resposta: g’(x) = 10(x — 1).
¢ hix)=0Bx*-5r+ l)é }
Resposta: h'(x) = 2(3x* —5r+1)- 2 (120> - 5).
d) f) =25

Resposta: f'(x) = (5%5”7 .

e) glx)=3/5xr+1.

5

Resposta: ¢’(x) = Hor? "
0 fl)=(2)

5r+1

18(x-1) 2
Gre)t

9) glx)=vr’—5r+3-

Resposta: f’(x) =

2x-5

Resposta: g’(x) = T
h) hix)= [T,
(r+U§

Resposta: h’(x) = ..

(x-1)?

) glr)=Jr-Dx+1).

r+1 xr-1

Resposta: 9 (1) =7+ 57

r—

D) fl)=4x-17.

-3

Resposta: J*'(x) = T
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I 3.10

DERIVADA DE FUN(;OES TRIGONOMETRICAS

Veremos nesta secdo as derivadas de algumas funcgdes trigonométricas. Como dito na revisao
de trigonometria (ver apéndice), o arco sera sempre medido em radianos. Quando o arco for
medido em graus, entdo isso ficara claro para o aluno, pois sera evidenciado no texto.

Para mostrar as relacdes nos exemplos 1 € 2 a seguir, precisaremos usar as relacdes trigono-
métricas ja conhecidas do ensino médio:

a) sen(a + b) = sena cosb + senb cosa.
b) cos(a + b) = cosa cosb — sena senb.

No exemplo 1, da secdo do Teorema do Sanduiche, mostramos que

senh
=1.

lim
=0 h

E, no exercicio 1 da mesma secao, o aluno ficou de verificar que

. cosh-—1
lim— =
h—0 h

0.

Mostraremos no exemplo abaixo que a derivada do seno € o cosseno.

e EXEMPLO 1:

d

—[senx] = cosx

dx
Solucéo: Da definicdo de derivada de uma funcéo, sabemos que f’(x) = lhm(}w
Assim, considerando que f(x) = sen, determinamos: ”

sen(x + h) —senr

oo d L
S (x)—a[senx]—{gg

sen.x cos h + senh cos x — sen.r

= lim

h—0 h

) [ cosh—1 senh}
=lim| sent——— + cosxr——

h—0 h h

. cosh—1 . senh
=lim| sent—— |+ lim| cos x

h—0 h h—0 h

=senx.0+ cosx.1 =cosx.
Logo,

d
—[senxr] = cos x.
dx
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e EXEMPLO 2:

d
—[cosx] = —senr.
dx

Solucdo: De modo analogo ao exemplo anterior:

Sl = i[cos x] = lim cos(x +h)—cosx
d.r h—0 h
. Cosxcosh—senx senh—cosx
= lim
h—0 h
. [ cosh—1 senh}
= lim| cosx ——— —senx
h—0 h h
i cosh—1| . senh
=lim| cosx——— |- lim| senxr —
h=0 h h—0 h

= cosx.0 —senx.1 = senx.

® EXEMPLO 3: Usamos sec?r para representar (secx)?

i[‘[gx] =sec’ r.
dx

Solucdo: A tangente ¢ razdo de duas funcdes diferenciaveis, seno e cosseno, e, portanto,
¢ diferenciavel nos pontos em que o cosseno nao € zero. A derivada da tangente ¢

= - = ——=sec’r
cos’ x cos’ x

d d
E[tgx] ——l:

senr |  Cos.x.cosx —senx.(-senx) 1
dx

cosx

Deixamos para o aluno mostrar que:

a)
i[cot x]=—csc’x.
dx
b)
d
—[secx] = secx tgr.
dx
c)

d
—J[escx] = —cscxcotr.
dx

De posse da regra da cadeia e das derivadas de funcgdes trigonométricas, podemos agora
apresentar as derivadas de poténcias de funcdes trigonométricas.
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e EXEMPLO 4:

d
—[sen’x] = 2senx cos x.
dx

Solugdo: De fato, o aluno pode usar a regra de derrubar o expoente 2, tirar 1 do expo-
ente e multiplicar pela derivada da base, ou seja,

d d
— [sen’x] = 2sen”'x.—[senx] = 2senx cos .
dx dx

e EXEMPLO 5:

d
—[sen3x] = 3cos 3.
dx

Solucéo: Aqui o arco é 3x ou seja, sen3x = sen(3x). Faca u = 3x. Entdo

i[sen3;r] = i[senu].d—u = cosu.3 = 3cos3xr.
dx du dx

e EXEMPLO 6: Se p(x) é um polindmio entdo

i[Serlp(x]] = p’(x)cos p(x).
dx

De forma mais geral, temos o exemplo a seguir:

® EXEMPLO 7: Se u(x) é uma funcéo diferenciavel em x entdo

d du
—[senu] = cosu—,
dx dx

d du
—[cosu] = —senu—,
dx dx

i[‘[gu] = sec’ ud—u
dx dr’

du
—[cotgu] = —csc® u—,
dx[ gul dx

i[secu] =secu tgud—u
dx dr’

d du
—J[cscu] = —cscucotu—.
dx dx
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e EXEMPLO 8:

di[sen(;r2 —3xr+1)]=0*-3xr+1)cos(x* —3xr +1)
x

= (2x —3)cos(x* = 3x +1).
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1) Encontre a derivada em relacéo a x da funcso:
a) f (1) = 5senx — 6cosx;
b) f () = sen(-x);
¢) f(@) = cos(—1);
d) f () = tg(-54);
e) f(x) = 5tgx — 6secx;
f) f (1) = sen’x;
9) f (1) =eos x;
h) f(x) = senx cosx

)fl)= =

1-cosx

2) Encontre a taxa de variacdo instantidnea da funcéo abaixo aplicada no pontox=7.
a) glr) = senr;
b) g(x) = cosu;
c) glr) = tgx;
d) glx) = sen’r;
e) gir) = Jeosx ;

f) glx) = senx cosu;

senxr

g) g(x) = 1-cosx
3) Encontre a sequnda derivada em relacdo a x da fungéo:
a) f (x) = sen;

b) g(x) = cosu;

) f(x) = tgr;
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d) f(x) = sen’x;
e) f(x) = Vcosx;

f) f(x) = senx cos;

9)fl) = o
4) Encontre uma equacéo para a reta tangente ao grafico da fungéo abaixo no pontox=7:
a) glr) = senr;
b) g(x) = cosu;
c) glx) = tgx;

5) Determine os numeros x entre 0 e 277 onde a reta tangente a curva no ponto .r € uma reta
horizontal.

a) f (x) = senu;
b) f (x) = cosx;

) f(x) = tgr;
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- 3.171 DERIVACAO IMPLICITA

Na relacdo x*+ y*= 1 entre x e y fica claro que y depende de x e vice-versa. Escolheremos x
como variavel livre (ou independente), e, portanto y sera dependente de x. E uma dependén-
cia que chamamos de dependéncia implicita enquanto a dependéncia v = v1— x> é chama-
da de dependéncia explicita.

Na relacdo x* — 7x°%y — 3x%?+ 5xy* —y* = 0 entendemos que y depende implicitamente de .

e EXEMPLO 1: Encontre a derivada de y em relacdo a x sabendo que x? + y* = 1.

Solucdo: A expressdo x* + y? é uma expressao que depende de x e y e de posse da
igualdade x? + y>= 1 estaremos informados de que y depende implicitamente de ..
Pela regra da cadeia

d,, dy
— =y—=
P [y°] Y r

e a derivada de x2 + y* em relacdo a x é

de o, dy
—x" + =2x+2y—.
dx[ vl Yy

Como expressdes iguais possuem mesma derivada, entdo a derivada de x? + y? € igual
a derivada de 1, ou seja,

2+ =1implica - [x* +y’]= L[] =0.

Logo
2x + 2yd—y =0
dx
e, portanto,
dy x
dx y

Se estivermos interessados em escrever a derivada acima como uma funcdo de x, entdo
devemos escrever explicitamente y como funcdo de x. A variavel y sera uma funcao de x sa-
tisfazendo a relacéo 4% + y*= 1 se e somente se y =+/1—x” ou y = —/1—x" . A expressdo
y = ++/1—x” ndo é uma fungdo de x. Assim temos,

dy x

dx 1-x7
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ou d_y_ ¥

dr J1-x’

Quando derivamos uma variavel y em relacdo a outra variavel x usando a dependéncia impli-
cita de y em relacéo a x, dizemos que estamos derivando implicitamente.

e EXEMPLO 2: Use a derivada implicita para encontrar % sabendo que 2x* -5y’ = V2.
Solucdo: Derivando ambos os membros em relacdo a x, temos

d o o d
E[Zx 5y]—dx[x/§]

ou seja,
4x —15y° 4 _ 0.
Logo
d_y _ 4x
dr 15y°

27 . .
Da relagdo 2x* —5y° = V2, concluimos que ¥ = 3@ . Portanto, substituindo essa expres-
sao de y na fomula %:%, encontramos:
15y

d_y B 43/25x
dr 15321 —\2)

* EXEMPLO 3: A que taxa y esta variando, quando x = 0, sabendo que 2x* —5y° = J27?

Solucdo:
dy|  wbo

x|, 1532.0° =2

Ou seja, a taxa de variacdo de y com respeito a x, quando x = 0 € nula.

=0.

e EXEMPLO 4: Um tanque contém 1000 polegadas cubicas de gas natural sob a pressdo de
5 libras por polegada quadrada. Encontre a taxa de variacdo do volume V, se a pressdo P
diminui a razdo de 0,05 libras por polegada quadrada por hora e a temperatura € constante,
conhecendo a lei de Boyle: P.V =k, onde k € uma constante.



Solugdo: Dizer que a pressao diminui a razdo de 0,05 libra por polegada quadrada por hora,

significa que ‘;i: = —O,OSL2 | h . Devemos encontrar . Derivando a igualdade P.V =k
p

dt
em relacdo ao tempo ¢, temos:

P—+V—=0
dt dt
Logo,
pdV _ 4P
dt dt
av.__vap
dt P dt
dv 1000

— =—-—(-0,05)=10p’ | h.
o c ( )=10p"/

Conclusdo: a taxa de variagdo do volume do gas com respeito ao tempo é de 10 p*/h, ou seja,
quando a pressao P diminui a razdo de 0,05 libra por polegada quadrada por hora, para um
tanque de 1000p® de gas natural sob a pressao de 5 libras por polegada quadrada, o volume
do gas aumenta a 10 p®/h.

Capitulo 3 | 81



1) Siga os exemplos 1 e 2 desta secdo para obter% .

a) 3 —y?=—1.

Resposta: 3.

b) x2—2y°= 4.

Resposta: % .

¢) x*— xy +y*=0.

Resposta: %

d) cos(xy) = xy.

Resposta: — 2.

2) Na teoria da relatividade restrita, a massa de uma particula movendo-se a velocidade v é

onde m € a massa em repouso e x € a velocidade da luz. A que taxa a massa estara variando
quando a velocidade da particula for de %x e a taxa de variacdo da velocidade for de 0,01x
por sequndo?

43[5x
153207 =2

. . aM .
taxa de variacdo da massa M, ou seja, Ir Sugestdo: Use a regra da cadeia.
x

Solucdo: Seja M = M(x) = a massa da particula. Devemos encontrar

rr
2"2

3) Encontre a equacédo da reta tangente ao gréfico de x* + /sen y —y* =1, no ponto[ : )

4) A largura de um retangulo é a metade de seu comprimento. A que taxa sua area esta au-
mentando no instante em que sua largura é de 10cm e esta aumentando a 0,5¢m/s?
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I 3.12

DIFERENCIAIS

Veja o sequinte problema:

Suponha que um automovel passe por vocé a uma velocidade de 100km/h. Estime
quanto ele tera percorrido daqui a Th.

Considere que o automodvel estd sendo guiado por um legitimo condutor, que acelera
ou desacelera quando necessario, mas que ndo para. A melhor coisa a fazer € supor que
sua velocidade sera constante dentro do periodo de uma hora e entdo concluir que ele
percorrera aproximadamente 100km. Vocé deve ter observado que usamos o produto
Velocidade X Espago de tempo = Espaco percorrido. Lembre-se de que a velocidade ¢é a
derivada em relagéo a t da posicdo S(1).

Uma estimativa é bem aceita, quando ndo temos condicdes de encontrar o valor exato. Para
estimacdes precisamos de funcdes que se aproximam das que desejamos obter.

Seja fuma funcdo diferenciavel que dependa de x. Segundo a figura abaixo

y f

flr+h)

Ay=f (x+h)-f (1)

] (Dh
f (x)-: -
-
0 ] x | :‘r+ h
—h — *
Figura 3.10
vemos que

Sflx+h) - flx)= f(x)h.

Uma observacao: o simbolo = significa aproximado.

De fato, como Ay =(f +h)— f(x) e Ax=(xr+h)—x=x+h—x=h entdo

y= [(0Ax
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Facamos dx = Ax e dy = f '(x) Ax para termos dy = f ’(x)dx. Chamamos dx de diferencial de
x e dy de diferencial de y. A diferencial de y depende de x e de dxr.

Quanto mais proximo de zero for h, muito mais proximo de f (x)h serd f (x + h) — f (x) Olhe
para a diferenca

fFlo+h)—fW -f @h

e para h. Que afirmacdo vocé arriscaria dizer sobre o quociente

fla+ )~ fl0) = fWh,,
i :

Na verdade, quando & tende a zero, o quociente acima tende a zero. Basta ver que

i SEHN =@ = )= f@)

h—0 h h—0 h h—0 h

S(@) = fx)=0.

A diferenca f (x + h) — f (x) é chamada de variacdo de fde x até x + h, ou de incremento de
fde xatéx+ h. O produto f '(x)h é uma estimativa para o incremento de fde x até x + h.

e EXEMPLO 1: Suponha que uma vitéria-régia, em formato circular, ocupe hoje uma area de
16007 cm?. Digamos que a cada dia o seu raio cresce 1cm. Calcule e estime o incremento da
area da vitdria-régia para daqui a dois dias.

Solucdo: Sabendo que a area de um circulo € igual a 7r* entdo, se a area inicial € de
16007t cm?, o raio inicial da vitdria-régia é 40cm. Daqui a dois dias seu raio sera 42cm
e sua area m422= 1764m cm? O incremento da area para daqui a dois dias é (1764
— 1600)7 cm? = 1647 cm? A funcgdo é f(r) = nr?, com h = 2cm. Logo o incremento é

flr+h)—f()=,(40+2) — f(40) = (1764 — 1600)7r cm?= 1647 cm?

Sabendo que f ’(r) = 27, a estimativa é f (r)h = f (40)2 = 2740.2 = 1607t cm?

e EXEMPLO 2: Suponha que o crescimento do volume de uma célula ¢ dado por
V(t) =Rkt +c, onde k e c sdo constantes e t é o tempo. Encontre uma estimativa de
crescimento do volume da célula para intervalo de tempo [1,2].

Solucdo: Veja que V’(t) h =1 e portanto

_ k
TSN

Vit+h)-V({E)=V (t)h,

ou seja, o incremento do volume da célula no intervalo [1,2] é
k - k
3kl1+0) 3k+c)?

V(2)-Vv(Q)

I3



1) Suponha que o planeta Terra seja uma esfera de raio de 4000 milhas (aproximadamente
6437 quilometros). O volume de gelo nos pdlos norte e sul é estimado em 8 milhes de milhas
cubicas (aproximadamente 33,4 milhdes de quildmetros cubicos). Suponha que esse gelo
derreteu e a agua produzida se distribuiu uniformemente sobre a superficie da Terra. Estime
a profundidade de agua adicionada a todos os pontos sobre a Terra.

2) Quando um cubo metalico é aquecido, o comprimento de cada aresta aumenta %0/0 por
grau de aumento na temperatura. Calcule o incremento na area superficial e no volume do
cubo por grau de aumento na temperatura.

- 20420
Resposta: %, % .
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APLICA(;ﬁ ES DA DERIVADA

Nesta secao, veremos como fazer graficos com alguns detalhes, especificando intervalos de
crescimento ou decrescimento da funcdo. E importante revisar o conceito de funcdes cres-
centes e decrescentes, ja visto no Pré-calculo.

Usaremos mais adiante esse estudo para resolver problemas de maximo e minimo de uma
funcdo. Comecemos com um exemplo simples de maximo e minimo.

e EXEMPLO 1: Um jardineiro possui apenas 32 metros de uma tela para cercar suas plantas.
Sabendo que precisa ocupar a maior area possivel e que esta disposto a cercar em um for-
mato retangular, diga quais devem ser as dimensdes do retangulo.

y

Figura 3.11

Solucdo: Denote por x e y as medidas dos lados do retdngulo. Se a tela tem 32 metros
entdo o perimetro do retangulo deve ser 32 metros, ou seja, 2x + 2y = 32, 0 que im-
plica y =16 — x. A area do retangulo € igual a

S)=yr=(16 —x)xr=—2+ 16x.

Vamos analisar o grafico de S(x):

S(x) 64

60 -
404

204

/j 2 4 6 8 10 12 14 ']ﬁ x

Figura 3.12

Vemos que S(x) é crescente no intervalo (—oo,8] e decrescente no intervalo [8,). Vemos ainda
que o valor maximo para a area é S(8) = 64. Isso significa que o retadngulo a ser construido deve
ser um quadrado de lado 8m, pois faz com que a area do retangulo seja maxima: igual a 64.

Problemas desse tipo serdo discutidos aqui.



Observe que S(x) = —x?+ 16x é uma funcéo polinomial do 2° grau e, a derivada de S(x) é
igual & S’(x) = —2x + 16.

Pergunta-se:

® Quando S’(x) > 0?

S'(¥)>0 2r+16>0 1r<8

® Quando S’(x) < 0?

S'(x)<0¢© 2r+16<0&> xr>8

Vocé ja deve ter percebido, fazendo uma relacdo entre a primeira derivada € o comporta-
mento da funcéo, que se a derivada de fé positiva no ponto ., ou seja, f '(x) > 0 entdo fé
crescente nas proximidades de x. Esse resultado € uma conseqii€éncia do teorema do valor
médio. Como uma motivacéo para o Teorema do Valor Médio, veja o exemplo a seguir:

e EXEMPLO 2: Suponha que um veiculo apds sair do repouso, v(0) = S’ (0) = 0, tenha per-
corrido 100km em 1 hora. Entdo sua velocidade média é de 100km/h. Isto significa que em
algum instante ¢, sua velocidade esteve acima de 100km/h. Concluimos que em um instante
t,entre O e ¢, a velocidade do veiculo foi igual a 100km/h ou seja, S’(tz) = 100km/h.

TeorRemA DO VALOR MEDIO

Seja fuma funcéo diferenciavel em um intervalo (a,b) e continua no intervalo fechado [a,b].
Entdo existe um numero c € [a,b] tal que

Comentarios: a razédo
JS) - fla)
b—a

¢ a inclinagdo da reta secante s que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) do grafico de f. A
derivada f ’(c) é a inclinacdo da reta tangente ao grafico de fno ponto c.
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y y=f(x)/5

(. f )

(a.f@a)

Figura 3.13

A interpretacdo geométrica para o Teorema do Valor Médio: em algum ponto c do intervalo
[a,b] existe uma reta tangente ao grafico de f; cuja inclinagdo é mesma da reta secante s que
passa pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)).

LEITURA RECOMENDADA

O aluno interessado vai encontrar a demonstracdo do Teorema do Valor Médio no livro de
calculo escrito por Salas, Etgen, Hille (veja a bibliografia no final deste fasciculo).

Vamos ver um exemplo de aplicagcdo do Teorema do Valor Médio?

Uma conseqliéncia imediata do Teorema do Valor Médio € o Teorema de Rolle:

TeoREMA DE RoLLE

Seja f uma funcéo diferenciavel em um intervalo (a,b) e continua no intervalo fechado [a,b].
Se f(a) = f (b) entéo existe um nimero ¢ €[a,b] tal que f ’(c) = 0.



Para mostrar o Teorema de Rolle, basta aplicar o Teorema do Valor Médio, supondo f (a) = f (b).

PROPRIEDADE 1: Seja fuma funcéo diferenciavel em um intervalo I:
a) Se f’(x) > 0 para todox € I, entdo fé crescente em I.
b) Se f ’(x) < 0 para todox € I , entdo fé decrescente em I.
c) Se f ’(x) = 0 para todo x € I, entdo fé constante em I.

Veja a demonstracdo dentre os exercicios.

Jr) >0 Sflx) <0 flx) =0
Y| flx) é crescente ¥| flx) é decrescente Y| flx) é constante
a b ¥ a b ¥ a bt

. d - ~
A igualdade % =0 em um intervalo I ocorre somente quando f for constante em relacdo a
x no intervalo I Isso é 0 mesmo que dizer que findepende de .

e EXEMPLO 3: Faca o grafico de f (x) = (x + 3)? (xr — 5), dizendo os intervalos em que f¢é
crescente ou decrescente.

Solugdo: Conforme a propriedade 1, se quisermos saber o intervalo em que fé cres-
cente ou decrescente, devemos calcular a derivada e estudar em qual intervalo a
derivada € positiva ou negativa. A derivada de f¢é

fx)=(x+3)3Bx-17).

A derivada € um produto de dois mondmios e, portanto, a derivada sera positiva, quando am-
bos os mondmios possuirem mesmo sinal, e sera negativa, quando os mondmios possuirem
sinais contrarios. Estudemos entéo o sinal de cada fator de f ’(x), como segue:

a) Faca uma reta como abaixo para cada fator, marcando os pontos em que f ’(x) = 0.

--- |+ + + +

x+3

I
w
o
W

3x-7

w|~N
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b) Indique com — ou + sobre a reta, os intervalos onde cada fator é negativo ou
positivo.

c) Conclua sobre o sinal de f (x) fazendo o produto dos sinais acima, ou seja:

+ +

+ + |
0o 7
3

-3

(x+3)(3x-7)

Logo a derivada é positiva no intervalo (—e, —3) e no intervalo(;,oo) e é negativa em (—3,;).
Assim, podemos concluir que fé crescente no intervalo (—e, —3), fé decrescente no intervalo
(_3,;) e volta a ser crescente no intervalo (;,oo). 0O grafico de fé:

y=fx)1
40
20
Sx)=0 ,
-6 -3 6 X
Jx)>0 flx)< 0 Jx)>0

flx) é crescente flx) é decrescente flx) é crescente

Slx)=0

Figura 3.14

Vocé deve ter observado que, no exemplo acima, a derivada mudou de sinal nos pontos x em
que f ’(x) = 0. O exemplo da fungdo modular é um exemplo onde a derivada muda de sinal
nos pontos .x em que f '(x) ndo existe.

DeriNICAO

Se fé definida em c, entdo diremos que ¢ é um ponto critico de fse f (c) = 0 ou se f '(c) ndo
existe.



Existem pontos criticos de f, mas a derivada ndo muda de sinal. Isso significa que, se vocé
quer estudar o ponto onde f muda de sinal, entdo os bons candidatos sdo os pontos criticos.
ATENCAQ! Nem todos os pontos criticos sdo pontos em que a derivada muda de sinal. Veja-
mos um exemplo:

e EXEMPLO 4: Seja f (x) = +°. Observe que a derivada de f¢é f’(x) = 342 Logo a derivada ¢é
sempre ndo negativa, ou seja, ndo muda de sinal. A derivada € zero em x = 0. Portanto x =0
é um ponto critico de f; mas f’ ndo muda de sinal em x = 0. Veja o grafico de f(x) = 2%, no
exemplo 6 da secdo 1 do capitulo de derivadas.

A sequir, apresentamos uma sugestao de roteiro para fazer graficos:
a) encontre f ().
b) encontre os pontos criticos de f.
c) estudemos entéo o sinal de cada fator de f '(x).
d) use a propriedade 1 para afirmar se fé crescente ou decrescente.

e) se existirem, marque os pontos x em que f (x) = 0, chamados zeros da funcéo f.
Encontre a imagem dos pontos criticos.

f) faga o grafico de f.

® EXEMPLO 5: Faga o grafico de f(x) = 2 (x — 2), dizendo os intervalos em que fé crescente
ou decrescente.

Solugdo: Vamos seguir o roteiro exibido acima.
a) f(x) = 2% (2x — 3).
b) Os pontos criticos de fsdo 24*(2r—3)=0—>1r=0 e r=1.

c) Veja abaixo o sinal de f (x).
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X
0
---|-=-=- + +
2x-3
0 3
2
el B s e S WO P P
0 3
2

d) Logo fé decrescente no intervalo (—oo, ;) e crescente no intervalo(;,oo].
e) Veja que f(0) =0 =f(2) e fO) = - 2.
f) O grafico de fé:

ylk

1,5 4

0,54

Figura 3.15
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1) Mostre a propriedade 1:

Propriedade 1: Seja fuma funcéo diferenciavel em um intervalo L
a) Se f’(x) > 0 para todo x € I, entdo fé crescente em L.
b) Se f ’(x) < 0 para todo x € I, entdo f¢é decrescente em 1.
c) Se f ’(x) = 0 para todo x € I, entdo fé constante em I.

Demonstracéo:

a) Tome x,y e I com y > x. Pelo Teorema do Valor Médio, existe um numero c € T
tal que

f,(C) — f(J’)—f(I)
y—x
Da hipdtese f '(x) > 0 para todox € I temos que
S-S _
y—x

f’lc)>o0.
Logo f(v) > f (x). Isto vale para qualquer par x,y € I. Logo fé uma funcdo crescente.
b) Como exercicio, demonstre b).

c) Tome os valores f(a) e f(x) com x € I[a,b]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
um numero ce [ tal que

f’(C)I f(x)_f(a]

X—a

Da hipotese f ’(x) = 0 para todo x € I temos que

S@=S@ _ o

r—a
Logo f(x) = f (a). Isto vale para qualquerx € I . Logo fé uma fungdo constante.
2) Faca o grafico das funcgdes abaixo seqguindo o roteiro:

a) fl)=r-2°%—x+2.

Em muitas situacdes, € mais facil resolvermos os problemas quando a funcéo esta na
forma fatorada.
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Dica: 1 é raiz de x* —2x2—x + 2 = 0. Encontre as outras.

Para encontrar as outras raizes, divida x** —2x2—x + 2 por x — 1, para ter ** — 212 —x
+ 2 = (xr — 1)(polinémio do sequndo grau).

Os livros de matematica da 72 Série, costumam tratar de divisao de polindmios. Suge-
rimos a leitura de Matemdtica na Medida Certa por Jakubo e Lellis.

0 aluno encontrara divisao de polindmios na pagina

http://www.ucs.br/ccet/deme/naem/seminarioiii/Polinomios/Web2/conteudo.html#_
Divisdo_De_Polindmios

b) f() = ¥ =522+ 4.
o flr)=6x2—x—2.
d) fx)=6r—71r2=3x+2.

e) f ) = x(x*—1)2

Respostas:

a)
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- 3.14 PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS

Nesta secdo, usaremos o estudo de valor maximo e valor minimo de uma funcéo para resolver
problemas praticos. Por exemplo, como obter lucro maximo para certa atividade empresarial.
Vamos definir maximo e minimo local de uma fungao:

DEeFINICOES

Diz-se que uma funcdo f possui um ponto de maximo local em c se f(c) > f(x) para todo x
em uma vizinhanca de c.

Diz-se que uma fungdo f possui um ponto de minimo local em c se f(c) < f (x) para todo x
em uma vizinhanca de c.

Os maximos e minimos locais sdo chamados de valores extremos locais.

e EXEMPLO 1: A funcéo f (x) = x(x*— 1)? definida em R, de grafico

Va

1
(&
=

Figura 3.16
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oo NG - . . N3
possui minimo local em X = —= e em x = 1, e possui ainda maximos locais emx = — e em

x =—1.0lhe de perto o grafico da funcdo em torno de x = —1

L
M, -1

Figura 3.17

para ver que no ponto R a fungdo cresce rapidamente (derivada alta), no ponto M cresce mo-
deradamente (derivada moderada), no ponto L cresce lentamente (derivada baixa) e no ponto
P parou de crescer (derivada zero), pois € onde a inclinagdo da reta tangente a curva é zero.

DEeFINICOES

Diz-se que uma fungao fcom dominio I possui um ponto de maximo absoluto em cse f(c) > f (x)
para todo . no dominio L Neste caso, o valor f(c) sera chamado de valor maximo de fem L

Diz-se que uma funcdo fpossui um ponto de minimo absoluto em c se f(c) < f(x) para todo
x no dominio I Nesse caso, o valor f(c) sera chamado de valor minimo de fem L

Os maximos e minimos absolutos sdo chamados de valores extremos.

e EXEMPLO 2: Uma funcdo com dominio I e grafico como abaixo,
y

S

f

Figura 3.18

96 | Calculo |



possui maximos locais em b, d e minimos locais em a, ¢, e. 0 maximo absoluto esta em d e
0 minimo absoluto em c. O valor maximo absoluto pela funcdo é f (d), enquanto o minimo
absoluto é f(c)

0 exemplo acima exibe ¢ como minimo local, mas sem que exista f '(c).

Essa observacdo motiva-nos a apresentar o sequinte resultado:

TEOREMA

Se fassume um maximo ou um minimo local em ¢, entdo f ’(c) = 0 ou f (c) néo existe.

Demonstracdo: Admita que fassume um maximo em c. Se f ’(c) ndo existe entdo ndo ha o
que fazer. Suponha que f (c) existe. Ha trés possibilidades f*(c) > 0, f "(c) < 0 ou f ’(c) = O.
Mostremos que as duas primeiras ndo podem ser verdadeiras:

Caso f ’(c) > 0. Entdo em uma vizinhanca de c a funcédo fé crescente, ou seja, existe um nu-
mero x, x > ¢ na vizinhanca de c tal que f(c) <_f(x) contrariando o fato de ¢ ser maximo local.

Caso f’(c) < 0 Entdo em uma vizinhanca de ¢ a funcdo fé decrescente, ou seja, existe x < ¢
na vizinhanca tal que f(c) < f (x) contrariando o fato de ¢ ser maximo local.

S6 resta a opgéo f () = 0.

Admita que fassume um minimo local e mostre analogamente ao caso anterior que f ’(c) = 0
ou f ’(c) ndo existe.

Esse teorema afirma que os pontos de maximo e minimo locais sdo pontos criticos.
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1) Encontre os pontos criticos da funcéo:
a) f(1) =2 -9+ 12xr +1=0.
Resposta: r=1ex=2.
b) f(x) =2*—3x +3.
Resposta:xr=1ex=—1.
¢) f(x) = cosx.
Resposta:x = krx,k € Z.
d) f(x) = senx
Resposta: x = 7 + k7, k € Z.
e) f(x) = sen’r
Resposta:x = kzoux =7 +kz,k € Z.
f) f(x) =122 — 8x° — 6%+ 24x + 1.
Resposta:xr =—1,r=1ex =2
9 flr)=r+1.
Resposta:xr=—-1ex=1.
h) flx)=x+_.
Resposta: Ndo ha ponto critico.
) f(x)=|x].
Resposta: x = 0, pois a derivada nao existe.
) fx)=5x~1].

Resposta: 1 = .
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k) f[x)=l+;1[.

X

Resposta: x = —2.

5

3
2.5 2.5
) fl)=5t7 -1 +4.
Resposta: t=0et=1.

2) Um objeto com peso W ¢ arrastado ao longo de um plano horizontal por uma forga agindo
ao longo de uma corda presa ao objeto. Se a corda fizer um angulod com o plano, entdo a
magnitude da forca é:
Fo— W
M send + cos @

onde 4 € uma constante positiva chamada coeficiente de atrito 0 <@ < 7 . Mostre que F ¢
minimizada quando tgd = u -
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I 3.15

CONCAVIDADE DO GRAFICO

Vimos na secdo anterior como o sinal de f *implica o comportamento da funcgdo f (em re-
lacdo ao seu crescimento ou decrescimento). Veremos nesta secdo que, em muitos casos, a
concavidade do grafico de festa ligada ao sinal de f .

O grafico a esquerda da figura abaixo tem concavidade para baixo enquanto o da direita tem
concavidade para cima. O aluno deve pensar na seguinte questdo: sabendo que f "’(x) é ne-
gativa para todo x em um intervalo [a, b], 0 que podemos afirmar sobre a concavidade de f?

Figura 3.19

A figura a esquerda exibe retas tangentes com inclinacdes que decrescem, quando x se move
da esquerda para a direita. Isso significa que f ’(x) decresce, quando .r cresce. Na secdo anterior,
vimos que uma funcdo g tem derivada negativa em um intervalo se, e somente se g € uma
funcéo decrescente. Logo a derivada de f ’ é negativa para todo .x em [a, b], ou seja, f "'(x) <0
para todo xr em [a, b]. Deixamos como exercicio, as justificativas para o fato de f *’(x) > 0 para
todo x em [c, d] ser equivalente a concavidade para cima.

Teste bA CONCAVIDADE
a) Se f ’(x) > 0 para todo .x em I, entdo o grafico de ftem concavidade para cima em L.

b) Se f "’(x) > 0 para todo .x em I, entdo o grafico de ftem concavidade para baixo em I.
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® EXEMPLO 1: A funcéo f(x) = x° tem segunda derivada f "’(x) = 6x e, portanto concavidade
para baixo no intervalo (—o, O] e concavidade para cima no intervalo [0, ). O ponto (x, y) =
(0, 0) é um ponto onde o grafico de fmuda de concavidade.

DerINICAO
Chama-se ponto de inflexdo o ponto do grafico em que a funcdo muda de concavidade.

0 ponto de inflexdo ¢ também o ponto em que a sequnda derivada muda de sinal.

e EXEMPLO 2: A funcédo f (x) = ¥ — 20> — x + 2 do exercicio 2.a) da secdo "Aplicacées
da Derivada" tem f "(x) = 6x — 4. Veja que f "’(x) muda de sinal emx =2 . Logo o ponto
(;f[%j) = (2 20) é um ponto de inflexao.

3 3727
Como o ponto de inflexdo tem que pertencer ao grafico, entdo a abscissa tem que per-
tencer ao dominio da funcdo. Se a funcdo possuir segunda derivada em todos os pontos
do dominio, entdo o melhor candidato para a abscissa do ponto de inflexdo € o ponto x
em que f ’(x) = 0. Devemos alertar que nem sempre o ponto .xr em que f "’(x) = 0 é ponto
de inflexdo. A funcédo g(x) = x* tem ¢”’(0) = 0 mas a concavidade de g é para cima em
todo conjuntoR.
e EXEMPLO 3: Esboce o grafico da funggo f(x) =~ explicitando:

a) Dominio.

b) Pontos criticos.

c) Intervalos em que fé crescente ou decrescente.

d) Pontos de inflexdo.

e) Concavidades.

f) li_r)gf(x) e lir{}of(x).

Solucéo:

a) 0 dominio de fé igual ao conjunto dos nimeros reais ndo-nulos.
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b) A derivada de fé

A derivada de fexiste em qualquer ponto do seu dominio. Logo, se ¢ € ponto critico de

fentdo 0= f(c)=—5+5 =27, seja, c=2.

c) Osinal de f’(x) = % € o produto dos sinais do numerador 2 — . e do denominador %3

+ + |+ 4+ - - -
0 9 2-x
--- |+ + |+ + 1
3
0 2 X
el e i e , 2-x
| | J ==
0 2 X

Vemos acima que f ’(x) > 0 no intervalo (0, 2) e f ’(x) < 0 na unido (—oo, 0) (2, )
Portanto fé decrescente (—oo, 0), crescente em (0, 2) e decrescente em (2, ).

d) Para estudar os pontos de inflexdo, olhemos para a derivada segunda
2 6 2r-—6
91(x) = ==
f XB 4 4
0 denominador x* € sempre positivo para x # 0 . O numerador muda de sinal em x = 3. Isto
mostra que a segunda derivada muda de sinal em x = 3. Portanto o ponto (3, f(3)) = (3,;)

€ um ponto de inflexao de f.

e) De acordo com o sinal da derivada sequnda abaixo

Sl N e e s S ¥ >
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a concavidade de fé para baixo no intervalo (—eo, 3) e para cima no intervalo (3, ).

f) Veja que liigf(X) =0e lim f(x)=0.

Agora vocé deve usar as informacdes acima para ver que o grafico de fé:

yu

Figura 3.20

10
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1) Esboce o grafico da funcdo f explicitando dominio, pontos criticos, intervalos em que f
¢ crescente ou decrescente, pontos de inflexdo, concavidades, li_r)nf[x) e lim f(x). E nos
X—0 X—>—00

pontos x = ¢ em que fnao estiver definida, calcule os limites laterais lim f(x) e lim f(x).
X—c

r—c

a) f()=22—92+12xr+1=0.

Dominio: R. Pontos criticos: x = 1 e x =2. Crescente em (—oo, 1]  [2, ) e decrescente
em [1,2]. Inflexdo em (;,f(g)) Concavidade para baixo em (—o,-]. Concavidade para
cima em [2,c0).lim f(x) =o€ lim f(x) = —c0.

1037

8_

61

4]

2]

/16705 1 15 2 25 3 o

b) f(0) = —3xr+3.
Dominio: R . Pontos criticos: x = 1 e x = —1. Crescente em (—oo, —1] U [1, o) e decres-
cente em [—1, 1]. Inflexdo em (O, 3). Concavidade para baixo em (—eo, 0]. Concavidade

para cima em [0, o). lim f(x) =0 e lim f(x) = —oo.

Va

20
15
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¢) f(x) = cos x, com x €[0,2x].

Dominio: [0,27]. Pontos criticos: x = 0, 7, 27t. Crescente em [, 277] e decrescente em
[0, 7). Inflexdes em (g,o) e (37”,0). Concavidade para baixo em [O,g] u[%”,br}
Concavidade para cima em %,37”}

T

0,5
0 0\ T 3n o x
2 2
-0,5

d) f(x) = sen x com x €[0,2x]. Faca este.
e) f(x) =3x*— 8x°— 622+ 24x + 1.

Dominio: R . Pontos criticos: x= —1, 1 e 2. Crescente em [—1, 1] U [2, o) e decrescente em
(—o0,—1) U[1,2]. Inflexdo em (a, f(a)) para a = ; + ? ea= ; - ? .Concavidade para cima
em (—,2 - ?} v E " ?,00). Concavidade para baixo em[2 -2 2, g].lim flr)=o
c lim fle) ==

1401 y
120

100

80
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I 3.16

LIMITES NO INFINITO E ASSINTOTAS

Dizemos que um limite € infinito se

lim f(x) = co.

De modo analogo, podemos pensar em um limite que ¢ "menos infinito"

Agora, usamos a expressao “limites no infinito" para limites onde .x se torna um numero mui-
to grande, a ponto de dizermos que x tende ao infinito, ou seja, sdo limites do tipo

lim f(x).

X—0

De modo analogo, podemos pensar em

lim f(x).

I—>—0

Dadas duas funcgdes fe g o que acontece com a razdo

S(x)

g(x)

quando x tende ao infinito?

Perguntas desse tipo serdo respondidas aqui. Comecemos com a pergunta:
e EXEMPLO 1: O que acontece com x? quando x tende ao infinito?

A resposta desta pergunta é: x? tende ao infinito. Veja:

Se x = 10 entdo 12 = 100.

Se x = 30 entdo x* = 900.

Se x = 100 entdo x? = 10000.

Se x = 10000 entao x* = 100000000.

E interessante também pensarmos no grafico da funcdo f (x) = x? e observarmos que, quando
x tende ao infinito, f(x) torna-se arbitrariamente grande, ou seja, tende também ao infinito.

Analogamente, quando x tende ao "menos infinito", isto €, x assume valores arbitrariamente
grandes, mas negativos, f () = x> também se torna arbitrariamente grande e positivo, ou seja,
tende ao infinito.
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EXEMPLO 2: Qualquer que seja o polinémio p(x) = a "+ a_ x "'+---a x + a, de grau n, vale
que

lim p(x) =lima, x",
X— X—>0

ou seja, para .x muito grande, p (x) é muito proximo de a_r".

A afirmacéo acima significa que, quando x — o, o comportamento de p(x) é comandado
pelo comportamento do termo de mais alto grau desse polinémio.

A justificativa disso € a sequinte:

lim p(x) = lim(a, " + a, X" +...ax+a,)

. a, 1 a, 1 a, 1
=limag 1" | 1+ 2+ —+. .. L —— 42
aﬂ

T a x n-1 n
n

X a x

. . a,, 1 a, 1 a, 1
=lima,x"lim{ 1+ 22— 4. ———+ 2 —
r—0 x—>0 an x an xn_ a x"

=lima,x".1+0+---+0)=1lima, x".

X—>0 xX—>0

Agora vamos tratar os limites para funcdes racionais. Comecemos com a pergunta: Quando x
tende para o, para onde tende% ? Pense. Se x for muito grande, entdo } sera muito pequeno,
ou melhor, muito proximo de zero. Digamos que x = 10000 entdo % = 0,0001.

Quando x tende para o, para onde tende @ ?Pense novamente. Se x for muito grande, entio
200 serg muito pequeno, ou melhor, muito préximo de zero. Digamos que x = 200000000

entdo | = 0,0001.

Na verdade, qualquer que seja a constante real c teremos

lim£ =0.

X—>0 x

e EXEMPLO 3: Qual € o limite
lim[x —l}?
X—>0 x
Solucéo: Ja vimos que%f tende a zero quando x tende ao infinito. Portanto

. 1 . o1
lim|xr——|=limx—-lim— =0 -0 =o0.
X—0 x X—00 I*)Oox
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e EXEMPLO 4: Qual é o limite

lim ——7?
-0 —1]
Solucdo: Veja que
+
r oy 1
21 .2 _q 1
r-1 x -1 r_
X X

O limite do denominador € « quando x tende ao infinito. Como o numerador € cons-

tante, entao
. X . 1
lim > =lim =0.

r—0 _1 r—om 1

e EXEMPLO 5: Qual é o limite

3

lim ——?
oo _1

Solucédo: Divida numerador e denominador por x2 Entédo

X
£ 2
-1 -1 ;1
x’ x?
e
3 lim x
. X . X 0
lim > =lim = —I2% =— =o0.
x>0y _1 r—o

1 . 1,

x X—>00

0 exemplo acima mostra que a funcéo x% tende ao infinito quando x tende ao infinito. Na
verdade, para qualquer funcdo racional em que o grau do numerador possuir uma unidade a
mais do que o grau do denominador, entdo o limite no infinito sera o« ou —oo. Sempre que,
em uma funcdo racional, o grau do numerador possuir uma unidade a mais do que o grau do
denominador entédo a funcdo racional é proxima de uma reta, para x muito grande. Essa reta
¢ chamada assintota da funcéo racional.

A estratégia para determinar o limite de uma funcdo racional € entdo dividir ambos, numera-

dor e denominador, por x" onde n € 0 maior expoente. Fazendo isso, simplificamos o processo
de encontrar tal limite.
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DeriNICAO

Dizemos que uma reta y = mx + b € uma reta assintota de uma funcéo f (x) se

lim[ f(x) - (mx + )] = 0

ou

lim [ f(x)— (mx +b)] =0

r——o0

Uma reta assintota tem a propriedade de ser a reta mais proxima da funcéo, para x muito
grande.

e EXEMPLO 6: No exemplo 3 da secdo anterior, observando o grafico vocé vera que a reta
y = 0 ¢ uma reta assintota da funcéo f(x) :%_%2' mais conhecida como reta assintota

horizontal.

3

e EXEMPLO 7: Qual € a reta assintota mx + b da funcéo racional =

xz—l
Solucdo: Para isso vocé devera acompanhar a divisdo:
3|2
X o[x-1

By

X

Isso mostra que a divisdo de x° por x* — 1 & igual a x com resto x, ou seja, que

o que implica

3
lim f —x |=1lim 2.1’ =0
rool r® — 1 roo o — 1

3
e portanto a reta y = x € uma reta assintota de ﬁ
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1) Esboce o grafico da fungéo fexplicitando dominio, pontos criticos, intervalos em que fé crescente
ou decrescente, pontos de inflexdo, concavidades, li_I)n f(x) e lim f(x). Nos pontos x = c em que
X—0 r——00

JSndo estiver definida, calcule os limites laterais 1im f(x) e lim f(x) Assintotas.

X—c

a) fr)=x+-.

Dominio: R — {0}. Pontos criticos: x = —1, 1. Crescente em (—oo, —1] U [1, ) e de-

crescente em [—1,0) U (0, 1]. No tem ponto de inflexdo. Concavidade para baixo em

(—eo, 0). Concavidade para cima em (0, «). lim f(x) = —o0 e lim f(x) = oo . Assintota
r—0" r—0"

y=1

1
[op]
1
N
1
N
1
-
o
-
N
N
(o2}
=V

b) f(x)=Jf—l
X

Dominio: R —{0}. Ndo ha ponto critico. Crescente em (—e, 0) (0, ). Ndo tem
ponto de inflexdo. Concavidade para cima em (—, 0). Concavidade para baixo em
(0, ). 1im f(x) =0 e lim f(x)= —oo.Assintota y = .

r—0" x—>0"

N
o
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+

N =

o) flx)= %2

Dominio: R —{0}. Ponto critico x = —2. Decrescente em (—eo, —2) (0, ). Crescente
em [—2, 0) Ponto de inflexdo (-3, f (—3)) . Concavidade para baixo em (—e0,—3). Con-
cavidade para cima em (=3, 0) U (0, ). lim flx)=we lim fx) =0 . Assintota y = 0.

5
2
-2 +4.

3
2

d) fle) =2t

Dominio: Reais ndo negativos = R . Ponto critico 0, 1. Decrescente em (1, «). Cres-

cente em (0, 1). Ponto de inflexdo (;,f(%)) Concavidade para cima em (0,%).

Concavidade para baixo em (%,oo)_ lim f(x)= f(0)=4¢€ lim f(x) = 0.
x—>0" T0

-PCD\<
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I 3.17

DERIVADA DE FUN(;OES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

Qual é o numero e tal que

-1
lim
h—0 h

=17

Queremos buscar um numero real que atenda a esse limite, ou seja, que ele seja igual a 1.
Depois, vocé entendera o porqué!

Atribua valores proximos de zero para h e veja que

h

lim ~ 0,69
h—0
e
h —
lim = 1,10
=0 |

Isso significa que o numero e esta entre 2 e 3. Sugerimos ao aluno que tente 2,7 e 2,8 para
concluir que 2,7 < e < 2,8. Na verdade e € um numero irracional e e ~ 2,71828 .

DeriNICAO

Definimos o nimero e como sendo um numero tal que

. e -1
lim
h—0 h

=1

PROPRIEDADE 1: A derivada da fungao exponencial e* é ela mesma, ou seja,

d

—[e*]=e".
dx
Demonstracao:
) (x+h) _ex ) ereh _er ) ex(eh _ ) e (eh _ 1) ; ;
lim =lim =lim lim =e'.l1=
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
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Agora basta usarmos a regra da cadeia para vermos que a propriedade 2 abaixo € verdadeira.

PROPRIEDADE 2: Se u = u(x) é uma funcéo diferenciavel entdo

%[e“(”] =e"“u’(x).

e EXEMPLO 1: Encontre a derivada de f(x) = e”.

~ . - . , 2 2
Solucdo: Queremos deixar claro que a fungdo acima é f(x)=e" =e"’. Pela
propriedade 2,

f'lx)= e .2x = 2xe” .

No Pré-Calculo, foi definida, para x e b positivos com b #1, a funcio logaritmica
log,x como sendo o numero y tal que x = b’

DerINICAO

O logaritmo natural de x € definido como o logaritmo de x na base e e denotado por Inx, ou
seja, In x = log .

e EXEMPLO 2: Calcule In e*.

Solugdo: In e*= log e*=y, tal que e* = e*. Como a fungdo e’ tem derivada €' >0, entdo
a funcdo exponencial é crescente em todo o seu dominio R e portanto bijetiva. Logo
e’ = e*implica y = 4 ou seja, In e¢*= 4.

Observe que isso acontece exatamente porque a funcao logaritmica € inversa da

funcdo exponencial. Logo, quando compomos tais fungdes, o resultado € tal que
f7'(f (x)) = x. Veremos melhor isso adiante.
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PROPRIEDADES
0O logaritmo natural herda todas as propriedades dos logaritmos.
Ha uma propriedade que deve ser destacada:

lne*=ux e el =y

para todo x > 0.

Como visto no exemplo acima, a funcdo exponencial € bijetiva, portanto possui inversa. A
funcao Inx é a funcao inversa da fungao exponencial e* e, portanto diferenciavel. Na proprie-
dade 2 acima, em lugar de u(x) coloque Inx para ter a propriedade:

PROPRIEDADE 3: A derivada da funcgao logaritmica Inx ¢ L, para todo x > 0, ou seja,

x

d 1
—I[nx]=—.
dx[ ] X

Demonstracdo: Veja que x = ™, para todo x > 0. Derivando ambos os membros em relacéo
a x, temos

d Inx Inx d d
1=— = —1 =xr—II .
dx[e ]=e dx[nx] xdx[nx]
Logo,
d 1
—I[nx]=—.
dx[ ] X

PROPRIEDADE 4: Se u = u(x) é uma funcéo diferenciavel entdo, usando a regra da cadeia,

d 1,
E[ln u(x)] = ﬁu (x).

e EXEMPLO 3: Encontre a derivada de f(x) = Inx?.

Solugdo: Queremos deixar claro que f (x) = Inx? = In(+?). Pela propriedade 4, temos

, 1 2
Sx)=—2xr=—.
x x



® EXEMPLO 4: Encontre a derivada de f(x) = 2*
Solucdo: Lembre-se que
2x — eln(Z") — ex[lnz)'

Logo,

di[zf] = e 1n2 = (In2)e™*” = (In2)2".
X
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1) Mostre que
Ine'=x
para todo x > 0.

2) Mostre que:

et = x,

a) A imagem da funcgdo In x tem imagem R.

b)limlnx = .

X—o0

3) Encontre a derivada das fungdes:
a)fl)=e =
b) f(x) = "2~
) f0) = e+,
d) £ (1) = In(1 — 52).
e) f(1)=In .

f) f (1) = In(1 — 5x + 312).

i) f(x) = a*, para a > 0.

4) Faca o grafico da funcéo
(@) = e (observe que esta
implicito encontrar pontos
criticos, de inflexdo, conca-
vidades e limites no infinito).

Resposta: f’(x) = —e' .

Resposta: f (x) = —2e'%",

Resposta: f (1) = (2 + 3)e™” +3- 1,
5

Resposta: J (1) = — -

Resposta: S (x) = 2.

6x-5
1-5x+32% °

Resposta: J'(x) =
Resposta: f’(x) = (In 3)3~.
Resposta: f’(x) = (In7n) 7.

Resposta: f '(x) = (In a) a~.

“V
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I 3.18

REGRA DE L'HOPITAL

Antes de iniciarmos esta secao € importante lembrar que nao esta definida a divisao por zero.
Nem mesmo a divisao de O por O esta definida. Dizemos que % € uma indeterminacdo ou uma
forma indeterminada.

Vocé ja sabe que a funcao In x € diferenciavel e que In1 = 0. De posse disso, perguntamos:

1) Qual é o limite

. Inx
lim
-1y _1

?

Observe que ambos, numerador e denominador, tendem a zero. Dizemos entdo que essa €
uma indeterminacéo do tipo %

Para indeterminacées do tipo%, a regra de L'Hopital € aplicavel. A descoberta da regra de
L'Hopital € atribuida ao matematico John Bernoulli. O nome Regra de L'Hopital € uma home-
nagem ao marqués de St. Mesme (Franca), Guillaume Francois Antoine de L'Hopital, que foi
autor do primeiro texto introdutorio de calculo diferencial, em que sua regra aparece pela
primeira vez.

TeorRemA: ReGRA DE L'HOPITAL

Suponha que f(a) = gla) = 0 e que f (a) e g'(a) existam e que g’(a) # O . Entéo
g S _ 0

—aglr)  g'la)’

DEMONSTRACAO: Veja que

Sx) = fla) Sx) = fla)

S@ W Clim— L=y SW=S@ -0
9@ iy glr)—gla) e glx)—gla) a0 gx)-gla) e gx)-0
e y—a r—a
= limM.
roa g(x)
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Usaremos a forma mais avancada da regra.

TeoreMA: ReGra pE L'HOPITAL (FORMA MAIS AVANCADA).

Suponha que f (a) = g(a) = 0 e que fe g sejam diferenciaveis em um intervalo aberto I con-
tendo a e que g’(x)# 0 em Ise x # a . Entdo

lim ==
r—a g(x) xr—a g (x)

Ndo demonstraremos aqui a forma avancada da regra de L'Hopital. Vocé pode pesquisar e
estudar essa demonstracdo em algum livro de calculo.

® EXEMPLO 1: Qual ¢ o limite

lim 22 o

Solucgdo: Observe que numerador e denominador tendem a zero. Essa é uma indeter-
minacéo do tipo %.A derivada do numerador ¢ % e a do denominador ¢ 1. Pela regra

de L'Hopital, temos 1

. Inx . o1
lim—— =lim< = lim—=1.
r—1 x_l r—1 1 -1 x

A regra de L'Hopital também € valida para indeterminaces do tipo ~.

e EXEMPLO 2: Qual é o limite
lim 22

Solucdo: Observe que o numerador e o denominador tendem a « quando x tendem a
co. Essa € uma indeterminagdo do tipo = . A derivada do numerador ¢ ~ e ado deno-
minador € 1. Pela regra de L'Hopital, temos
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e EXEMPLO 3: Qual é o limite

Solucdo: Observe que o numerador e o denominador tendem a - quando x tendem
a 0 pela direita. Essa € uma indeterminagdo do tipo = . A derivada do numerador &

%(_%2) = _xiz = _% e a do denominador € —xiz. Pela regra de L'Hopital, temos
1 1
In— -
lim —*£ = lim —£ = limx =0
0" i 0" _i 10+
x x’

e EXEMPLO 4: Qual ¢ a interpretacédo de

. Inx
lim
I—>w 1 _1

=07

Inx

Resposta: Isso significa que, para x muito grande, a razdo —; estd muito proxima de
zero, ou seja, o numerador € muito pequeno em relacdo ao denominador. Ndo € exa-
gero dizer que o numerador ¢ insignificante perto do denominador. E costumeiro dizer
que o denominador x — 1 tende para c muito mais rapido do que o numerador In .

e EXEMPLO 5: Qual das funcdes e* e x* "cresce mais rapido” para o infinito?

Solucéo: Para responder isso, deveremos calcular o limite

Se o limite for O entdo significara que o denominador tende mais rapido. Se for uma constante,
entdo significara que ambos, numerador e denominador, tendem para o infinito de forma pro-
porcional. Se for « entdo significara que o numerador tende mais rapido para o infinito.

Veja que o limite em questdo € uma indeterminacao do tipo = . Pela regra de L'Hopital, temos

x X

. € . €
lim — = lim —.
x—>0 xz r—0 )y

Continuamos com uma indeterminacdo do tipo = . Precisamos aplicar a regra de L'Hopital
mais uma vez para ter

et et et
lim— =lim— =lim — = oo.
o0 X—>0 2_)[ X—o 2
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Ainda explorando esse exemplo, exibimos abaixo os graficos das funcgdes e* e x% Veja que ha
trés pontos de intersecdes entre os graficos e que para x > 7, " € sempre maior do que 12
Esta exibido ainda o grafico da diferenca e* — 1% onde mostra que para x grande a diferenca
e’ — x* ¢ muito maior.

1005
805
eoz
405

20

200+
150+
100

50+

-100]

Figura 3.21

Para outros tipos de indeterminacdo, recomendamos o sitio
http://www.pucrs.br/famat/demat/eng/calculo_l/files/geral/LHopital_20072.pdf
e a leitura de outros livros textos tais como:

1) Calculo: George B. Thomas, volume 1, décima edigdo, Addison Wesley.

2) Calculo: James Stewart, volume 1, quinta edicdo, CENGAGE Learning.
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1) Use a regra de L'Hopital para mostrar que:

a) lim > =1,

r—0

b) lim =% = 0.

r—0

2) Calcule os limites:

a) lim >,
-0t T
Resposta: co.
b) Tim *™.

=0 F

Resposta: —oo.

c) lim( 1 1)_ Sugestdo: | — ! = *™ ( imite desta ultima expressao ¢ do tipo .
750 senx x senx X xsenx
Resposta: 0.

3) Quando x tende ao infinito, qual das funcées fou g cresce mais rapido para o infinito?
a) f(x) =Inxou glx) = Jx?
Resposta: </x
b) fX)=Inxoug () =—x?
Resposta: —x
c) f(x) = e ou glx) = x°?

Resposta: e*
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ANTIDERIVADAS

O CONCEITO DE ANTIDERIVADA

Neste capitulo, vamos estudar as antiderivadas e o0 método de Integracdo. Veremos no final
deste fasciculo que o processo de derivagcdo e o processo de integracao estdo intimamente
relacionados.

Um dos exemplos de aplicagcdo de antiderivadas é encontrar a posicdo S(f) conhecendo a
velocidade v(t). Sabendo que a derivada da posicdo S(f) é a velocidade v(f) e conhecendo
a velocidade, € possivel encontrar a posicdo usando a operacdo inversa da derivacdo que
chamaremos de antiderivacdo ou integracdo. A posicdo S(t) sera chamada de antiderivada

da velocidade v(1).

Assim, dada uma funcdo, a busca por antiderivadas dela equivale a busca por funcdes cujas
derivadas sdo exatamente a funcdo proposta.

DerINICAO

Uma funcdo F é denominada uma antiderivada de fde dominio em um intervalo I se
F ’(x) = f (x) para todo xem I.

0 nome antiderivada € bem proprio. Uma antiderivada de uma funcao f'é uma outra funcéo
F cuja derivada € f.

e EXEMPLO 1: Qual é a funcédo F cuja derivada é a fungdo constante f(x) = 17

Solugio: Perceba que a pergunta é o mesmo que procurar a antiderivada de f(x) = 1.
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Lembre de que

Portanto x é uma antiderivada de f(x) = 1.

Podemos ver também, por exemplo, que %[x +10] =1, logo a fungdo x + 10 é uma antide-
rivada de f (x) = 1.

® EXEMPLO 2: Qual é a fungdo F cuja derivada € f(x) = x?

Solugéo: Perceba que a pergunta é o mesmo que procurar a antiderivada de f(x) = .

d|x’

— | —|=x

dr| 2
Portanto é é uma antiderivada de f (x) = x. Existem outras antiderivadas de f(x) = x.
Veja que

Lembre de que

xz , . . . .
Isto mostra que - + 5 € uma outra antiderivada de f(x) = x. De forma geral, uma antideri-
vada de f(x) = x é uma funcéo da forma

2
F(x) :x—+c,
2

em que c € uma constante. Por esse motivo, a funcdo acima é chamada de antiderivada geral
de f(x) = .

DerINICAO
Digamos que uma funcdo f; de uma variavel x, possua uma antiderivada F. Define-se a anti-

derivada geral de fcomo sendo a funcdo G(x) = F(x) + ¢, onde c é uma constante. A antide-
rivada geral de f'sera denotada por

[,

cuja notacdo € conhecida como a integral indefinida de fem relacdo a variavel .
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Conforme Eves (2004, 442), o matematico alem&o Gottfried Wilhelm Leibniz, que foi um dos
inventores do Calculo, utilizou pela primeira vez o simbolo de integral, um S alongado por
conta da primeira letra da palavra summa, que significa soma em latim. Isso ocorreu em 29
de outubro de 1675. A finalidade de Leibniz era indicar uma soma de indivisiveis. Algumas
semanas depois, ja escrevia diferenciais e derivadas como o fazemos hoje.

e EXEMPLO 3: Qual é a integral indefinida de f(x) = x*?

Solugéo: Como ? é uma antiderivada de f (x) = 2% entdo a integral indefinida (ou antideri-
vada geral) é

3
x

Ixzdx ="—+g¢,
3

onde ¢ é uma constante.

Para o aluno ter a certeza de que - *ycéa integral indefinida de x? basta o aluno derivar a
funcao L +c emrelacioaxe ver que da igual a 2 Fazendo a conta, temos

3
a4 Y oiel= 1 d[ 1+ —[c] —3x +0=1".
dx 3dr 3

e EXEMPLO 4: Qual é a integral indefinida de f(x) = x", para n # —17

Solucdo: A antiderivada geral de f(x) = 1" é

n+1

X
J‘x”dx = +c,

n+1

onde ¢ € uma constante. Para confirmar, vamos derivar como segue:

n+1
LN ESNN i[ ”“]+—[]— ! (n+1)x" +0=x".
dr| n+1 n+1dx dx n+1

Vocé deve recordar que escrevemos um procedimento para calcularmos a derivada de um
monomio. Faremos o mesmo para calcular a integral indefinida de um mondémio f(x) = x".

1) Some 1 ao expoente para ter xr"*'.
2) Divida por n + 1.
3) Adicione a constante c.

4) O resultado é
n+1
jx"dx = +c.
n+1
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0 exemplo 4 acima deixa a sequinte pergunta: Qual é a integral indefinida de f(x) = x", para
n=—17 0 exemplo 5 responde.

* EXEMPLO 5: Qual é a integral indefinida de f(x)=-?

Solucdo: No capitulo anterior, vimos que

i[lnx] = l
dx X

Portanto a integral indefinida de f(x) =1 é
1
J.—dx =Inx+c,
x

onde ¢ é uma constante.

e EXEMPLO 6: Qual é a funcéo f cuja derivada f ’(x) = e* e que passa pelo grafico de fno
ponto (0, 1), ou seja, com f(0) = 17

Solucdo: Conforme visto no capitulo anterior,

d

—[e*]=e".

dx
Logo a antiderivada geral de f ’(x) = " é

Ie"dx =e' +c,

onde ¢ é uma constante. Existe apenas uma antiderivada da forma f(x) = " + ¢, com
f(0) =1, ou seja, devemos encontrar o numero c que permita f (x) satisfazer as duas
condigdes acima. Para que f (0) seja igual a 1 é necessario que

1=f0)=€e+c=1+c

Logoc=0e

e EXEMPLO 7: Encontre ftal que f (x) = senx com f(0) = 1.

Solucdo: Sabemos que

—[cos x] = —senr.
dx
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Logo

i[— cosx] = —i[cos x] = —(-senx) = senr.
dx dx

E a integral indefinida de f’(x) = senx é

jsenx dr =—cosx+c,

onde ¢ é uma constante. Para encontrar a constante, devemos fazer
1=f(0)=—-cosO+c=-1+c
Isto significaquec=1+1=2¢

f(x) = —cosx + 2.

1

Nos exemplos 2, 3, 4, 5, 6 € 7 0 aluno viu as integrais indefinidas de x, 2%, x",—, €', senx. 0

aluno pode perguntar agora:

a) Como determinar a integral indefinida de uma dessas funcées multiplicada por um
numero real, digamos a sequnda multiplicada por 3, ou seja 3x*?

b) E a integral indefinida de uma combinacéo linear dessas fungdes, ou seja, uma soma
dessas funcdes multiplicadas por escalares?

* EXEMPLO 8: Encontre a integral indefinida da funcdo f(x)=3x—7zx” + V2 senx .

Solucdo: Deixamos para o aluno verificar que a integral indefinida de f¢é
3
_[f(x)dx =5x2 —%f ~J2cosx+c

2 s

Derive a fungdo g(x) = x* -2 1’ - J2cosxr+c e verifique que a derivada é exatamente f(x).

Assim como a derivada da soma € a soma das derivadas, a integral indefinida de uma soma
€ a soma das integrais indefinidas e mais: a integral indefinida de uma func¢do fmultiplicada
por um escalar € igual o produto do escalar pela integral indefinida de f. Veja as propriedades:

PROPRIEDADES: Sejam fe g duas funcdes de mesmo dominio e que possuam antiderivadas.
Entdo:

a) [Lr @)+ gldr = [ £(x)dx + [g(x)dr.

b) Icf(:r)dx = cjf(x)dx, paratodoceR .
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® EXEMPLO 9: Conhecendo a funcéo velocidade a(t) = 3t + 1, encontre:
a) A funcéo velocidade v(f) sabendo que v(0) = 10 km/h.
b) A funcdo posicdo S(t) sabendo que S(0) = 0 km.
Solucgéo de a):
De acordo com o que estudamos no capitulo anterior, a derivada da velocidade v(f) é a ace-

leragdo a(t), ou seja, a velocidade é uma antiderivada da aceleracdo e a antiderivada geral
da aceleracdo a(f) =3t + 1 ¢é

3
vﬁ]zjdﬂdt:—¢2+t+c

2

onde ¢ é uma constante. Sabendo que v(0) = 10 km/h, temos
3 5
10:1)(0)25.0 +0+c,

o que implica ¢ = 10 km/h e portanto v(t) = 2t +1 +10.
Solugéo de b):
Do mesmo modo do item a e, de acordo com o capitulo anterior, a derivada da posicdo S(z) é

a velocidade v(1), ou seja, a posi¢cdo é uma antiderivada da velocidade e a antiderivada geral
da velocidade v(t) =2t +1+10¢é

2
ﬂﬂzﬁ@ﬁzlﬂ+i+mmk,
2 2

onde k é uma constante. Sabendo que S(0) = 0 km, temos

2

ozﬂmzéo%ﬂ%+wo+k=k

Logo

1, t
S(t) =—t’ +—+10t.
2 2
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1) Encontre a integral indefinida das funcées:

a) fl)=+3. Resposta: +/3 x + .

b) f(x) = 3+ r Resposta: J3 +§ +c.

o flx) = V3 + 21 Resposta: «/3 + 2% + .

d) f) =3 +2r— 22 Resposta:\/§+ﬁ—§+c.
e)f(x)=x/§+2x—312. Resposta: /3 + 12 — ¥+ c.
f) f(0) = V3 + 20 — 32 + 423 Resposta: /3 + 2 — X+ x* + c.
9) fl) =" Resposta: /3 Inx + c.

h) fl) = V3 e Resposta: /3 e* + c.
)f)=Be-1. Resposta: /3 e — Inx + .
j) f(x) = cosw. Resposta: senx + c.

k) f(x) = —cosur. Resposta: —senx + c.

) f(x) = (secx)’ Resposta: tanx + c.

2) Encontre a integral indefinida das fungdes com f(0) = 1:

a) fl)=+3. Resposta: v/3 1 + 1.

b) 1) = /3 + 1. Resposta: +/3 +§ + 1.
df=+3e Resposta: v/3 e + 1 —+/3
d) f(x) = cosux. Resposta: senx + 1.
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3) Encontre a integral indefinida das fungdes com f (1) = —1:

a) f=+3. Resposta: /31— 1 —+/3.
b) f(1) = /3 + . Resposta: /3 x +§ -2
o) f1) = /3 e Resposta:\/§e”—1 —J3eUsee =e.

4) Supondo fuma funcéo diferenciavel, pergunta-se:
a) Qual é a integral indefinida da funcéo f '(x) Resposta: f(x) + c.
b) Qual é a derivada em relagdo a x, da fungdo F(x)= If(x)dx? Resposta: f ().
5) Conhecendo a fungdo aceleragdo a(t) = 5t — 1, encontre:
a) A funcdo velocidade v(f) sabendo que v(0) = 30 km/h.
Resposta: v(t) = 2t* —t +30
b) A funcdo posicdo S(z) sabendo que S(0) = 0 km.
Resposta: 2¢* — ¢ +30t.
6) Conhecendo a fungdo aceleracdo a(t) = 1 — sent, encontre:
a) A funcéo velocidade v() sabendo que v(n) = 30 km/h.
Resposta: v(t) =t +cost +31—7.
b) A funcdo posicdo S(t) sabendo que S(7) = 0 km.

Resposta: S(t) =5 t* +sent + (31— 7)t =317 + %2_
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- 4.9 NTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

A partir do conhecido na secdo anterior, vocé saberia calcular a integral indefinida de
fx)=Gr—17. Ede glx)="257?

A integracdo por substituicao € um método que facilita o calculo de algumas integrais inde-
finidas. Agora faremos um exemplo sem o uso do método de integracdo por substituicdo e
logo em seguida usaremos o método.

e EXEMPLO 1: Encontre
I(Sx —1)%dx.
Solucdo:

Uma primeira tentativa de encontrar a integral indefinida acima pode nos levar a de-
senvolver o termo (5x — 1)? para depois integrarmos cada termo, visto as propriedades
anteriores.

Vejamos: (5x — 1)?= (5x — 1)(5x — 1) =25x*— 10x + 1.

Agora, podemos resolver a integral indefinida proposta usando a propriedade ja vista
de que a integral da soma de funcdes integraveis, € a soma das integrais. Vejamos:

I(Sx —1)dx = J.(Zsz —10x + 1)dx = J.25x2dx - J.IOxdx + Ildx =

25 10 , 25 ,
?x +cl—7x +C2+I+C3=?x —5x"+x+(c, +c,+c,)=

25 2
?x —-5x"+x+c, onde c=c, +c,+c,.

Uma outra tentativa:

(51-1°

0 primeiro candidato que € comum o aluno buscar € ==~ . Basta vocé derivar essa

funcdo para obter

3
i u =5(x—1)".
dx 3
Isso mostra que
3
I5[5x —1)dx = MJr k,

onde k é uma constante.
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Se dividirmos ambos os membros da igualdade acima por 5, teremos que a integral
indefinida ¢

1 k
[er—1dr=—(Er -1 +=.
15 5
Agora, se o aluno desenvolver %(Bx -1 +§, obtera exatamente uma expressao do
tipo ?f —5x> +x+c¢ que é o resultado da integral obtida na primeira tentativa de

resolucdo desse exemplo.

Agora, vamos resolver o mesmo exemplo, usando, porém, o método da substituicdo:

e EXEMPLO 2: Encontre
I(Sx —1)%dxr.
Solucdo: Perceba que se transformarmos essa integral em outra do tipo
qudu
entdo, facilmente encontraremos a resposta
1
qudu =—u’ +c.
3
Para transformar a integral, siga os passos
a) Faca u(x) = 5x — 1.

b) Derive u em relacéo a .,

c) Se d—u =5entdo dx = ldu.
dx 5

d) Agora substitua o integrando na variavel x por um integrando na variavel u, fazendo

1 1 1(1 1 1
I(Bx—l)zdx = qu—du == Juzdu = —.(—u3 +cj L B —(Bxr -1 +k,
5 5 5\3 15 5 15

onde k = { € uma outra constante.
Se o aluno ndo estiver familiarizado com a aplicagcdo do item c, lembramos que na secédo

sobre diferenciais foi visto que se y = f (x) entdo dy = f ' (x)dr. Logo para u = u(x) temos
du = u’(x)dx = dx = 5dx . Multiplicando a igualdade por . chegamos a dx = .du.
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METoDo DA SuBSTITUICAO

Sejam f= f (u) uma funcéo continua na variavel u e u = u(x) uma funcio diferenciavel na
variavel x. Entdo

[flwdu = [ flux)u (x)dr,

e EXEMPLO 3: Encontre

J-lnTx dx.

Solucdo: Esta complicado? O passo principal para facilitar € descobrir quem vocé cha-
mara de u. A dica é a sequinte: o bom candidato para chamar de u € aquele em que
u’(x) aparece como fator no integrando. Veja que a derivada

d 1
20 -
dx[nﬂ X

aparece como fator no integrando. Entéo:
a) Faca u = Inr.

b) Veja que

du
dx

==

e portanto dx = xdu.
c) Substitua estas igualdades na integral indefinida
Inx

—dx = szdu = j‘udulu2 +c= l(anf]2 +c
x x 2 2

e EXEMPLO 4: Encontre
J‘xe"z”dx.
Solucdo: Esta complicado de novo? Ja descobriu quem vocé chamara de u? Seguindo a dica

de chamar de u aquele em que u’(x) aparece como fator no integrando, entdo u = 1% + 1.
Veja que a derivada

132 | Calculo |



i[Jc2 +1]=2x
dx

ndo aparece como fator no integrando. Nesse caso, precisamos ajeitar o integrando da se-
guinte forma:

2 1 2 1 2
J‘xe" dy = I— 2xe" dy = — J.er" dx.
2 2
a)Facau =2+ 1.

b) Veja que

e portanto dx = _du.
c) Substitua essas igualdades na integral indefinida

> 1 2 1 1 1 1 1 .
jxer dr =— Ierx Hdr = — Ier“ —du=— Ie“du =—e"+c=—e""+c.
2 2 2x 2 2 2
Se vocé julgar mais facil, também pode realizar esse processo de outra forma:

a) Faca u =2+ 1.

b) Veja que

e portanto du = 2xdx.
c) Substitua essas igualdades na integral indefinida

2

j.xe"z“dx = % J.er"z”dx = % Ie”z”Zxdx = % Ie"du :%e" Tte.

O importante é que com a pratica dos exercicios propostos vocé descubra a forma mais sim-
ples, na sua concepgao, de resolvé-los.
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1) Encontre a integral indefinida:

a)J. (7x + 5)* dx Resposta: 5 (7 +5)° +c.
b)_[(x +5)2dx Resposta: ——_+c

0) J.ﬁf dx Resposta: — L +c.
d)_[ 14x(72% + 5)% dx Resposta:_(7.x* +5)* +c.
e)j x(522— 1) dx Resposta: - (54° —1)" +c.
f) jl“j’ dx Resposta: . (In2x)* +c.
9) J 3xe” dr Resposta: ;e,rz—l +c.
h).[xze”z*de Resposta: %e"a”’ +c.

i) I sen(3x) dx Resposta:— cos(3x) +c.
j) j cos(3x) dr Resposta: Zsen(3x) +c.

1) J. sen(—3x) dr Resposta:  cos(3x) +c.
m) _f sec?(3x) dx Resposta: 5 tan(3x) +c.

OBS: sec?z = (secz)’.

n)I(2x — 3)cos(x2—3x + 1) dx Resposta: sen(x?— 3x + 1) + c.
0) J‘ﬁzﬂd«‘f Resposta: 5 In(x” +1)+c.

p) _[ xNx? +1dr Resposta: 5 (x” + 1)% +c.

q) J.Ji dx Resposta: Jrt+1+c
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4.3

INTEGRAL DEFINIDA

Estudaremos, nesta secdo, como encontrar area delimitada por curvas, usando os conheci-
mentos de derivada e integral indefinida.

Vamos supor que o seu professor Ihe tenha dado uma curva que € o grafico de uma funcao
diferenciavel fdefinida em um intervalo [a, b] e que Ihe tenha pedido que encontrasse a area
abaixo da curva no intervalo dado e acima do eixo x. Para ndo ter duvidas, o seu professor
fez os sequintes desenhos para vocé:

A A

y y

y=flx) y=flv)

Area

>
»

a b x a b

v

Figura 4.1

Talvez ainda ndo seja capaz de encontrar a area acima, mas vocé € capaz de encontrar um
resultado aproximado para area acima somando as areas dos retangulos da figura a direita.
Veja que devera apenas somar a area de 8 retangulos. Apos entregar a sua resposta, o seu
professor parabeniza voc€, mas também lhe diz que encontre um resultado ainda mais proxi-
mo da area procurada. So |he resta voltar para casa e depois dividir a figura em mais subin-
tervalos, digamos n. O seu procedimento, sequindo a figura, provavelmente sera o seguinte:

A

y

1\

=
=v

|
a=r,|*2 b=1,

Figura 4.2
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a) dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos e cada ponto da divisdo sera denotada
por x;;

b) ver que a base dos retdngulos tem tamanhos Ax, =x, —x,,Ax, =x, — 1,
Ax; =x,,—x,Axr,  =x, —x,  ndo necessariamente todos iguais.
c) Ver que cada imagem f (x,), f (x,), - f (x,_,) é a altura de um retangulo;

n—1

d) Ver que a area de cada retangulo é o produto da base Ax, pela altura f(x) ou seja,
a area do retangulo i é igual a f(x) Ax;

Logo a soma de todas as areas desses retangulos sera igual a

f(xo]Axo + f(xl]Axl + "'+f(xn—1]Axn—1'

Concluséo: vocé pode afirmar que a area que se deseja encontrar € uma aproximagao da area
obtida como acima.

E claro que essa resposta agradara ao professor, mas ainda é uma aproximacdo para a area
procurada. Quanto maior for o nimero n, mais proximo o somatorio acima estara perto da
area procurada. Na verdade a area procurada € o limite desse somatorio, quando n tende
para o infinito, ou seja, a area abaixo do grafico da funcdo f no intervalo [a, b] é igual ao
limite

lim[ f(x))Ar, + f(r)Ax, +---+ flr, )Ax, ]

O limite acima € chamado de integral definida de fde a até b e denotada por
ij(x)dx.

O que era somatodrio vira um S alongado com o extremo inferior do intervalo embaixo e o
extremo superior do intervalo em cima. O limite do somatdrio dos termos f (x) Ax, se torna
f f(x)dx. Portanto

Area procurada = r flx)dx

= }li_r)g[f[xo JAx, + flx)Ax, +---+ flx, )Ax, ]

Desta vez o seu professor lhe dara nota dez!
Um dos nossos objetivos nesta secdo € justificar os passos para a conclusdo do Teorema
Fundamental do Calculo. O Teorema Fundamental do Calculo relaciona a integral definida

com a antiderivada.
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Até se chegar a demonstracdo do Teorema Fundamental do Calculo percorremos um longo
caminho: o estudo do Calculo Diferencial. Além disso, podemos pensar que os conceitos a
serem estudados até a constatacdo desse teorema representam o processo inverso da deter-
minacdo da derivada de uma funcdo.

Antes de enunciarmos e mostrarmos o Teorema Fundamental do Célculo, faremos algumas
consideracoes.

Como podemos ter uma visdo geral do problema da area? Do que ja vimos desta secdo, temos
que, dada uma funcdo continua ndo-negativa no intervalo [a, b], é possivel estimar a area
entre o grafico da funcéo, no intervalo [a, b], e o eixo x fazendo aproximacdes sucessivas da
somas das areas de retangulos.

Agora, vamos pensar em como resolver esse problema da area, através do conceito da anti-
derivada.

Aidéia intuitiva € que, para encontrar a area sob a curva y = f (x) no intervalo [a, b], dever-se-
ia primeiro considerar o problema mais geral, de achar a area sob a curva, denotada por A(x)
de a até x com x < [a,b] (veja a figura abaixo). Feito isso, foi possivel descobrir que A’(x) era
facil de encontrar. De fato, veremos adiante que A ’(x) é exatamente a funcéo f (). Logo, se for
possivel encontrar A(x) a partir de A’(x) = f(x), entéo a area sob a curva y = f (x) no intervalo
[a, b] poderia ser obtida fazendo x = b em A(x).

)

v

Figura 4.3

TeoremA FunpAMENTAL Do CALcuLo (PARTE 1)

Seja_fuma funcédo continua no intervalo [a, b]. Seja A(x) a area abaixo do grafico de fde a
até r. Entdo a funcdo A é uma antiderivada de f; ou seja, A’(x) = f ().

Capitulo 2 | 137



DEMONSTRACAO: O Teorema Fundamental do Calculo néo exige que a funcéo seja positiva.

A Unica exigéncia é que fseja continua em [a, b]. A fim de valorizar os fatos geométricos des-

sa demonstracao, vamos supor f (x) > 0 para todo x € [a,b] durante a demonstragdo abaixo.
a) Se x e x + h sdo dois nimeros do intervalo [a, b] € h > 0 entdo

J:Hh f(s)ds > Jj f(s)ds.

Veja na figura abaixo que, para h > 0, a area abaixo de grafico de fde aaté x + h é

maior do que a area abaixo de grafico de fde a até .
v ] v
flr+h)
J&)
> —
a x b X a r+h x
x x+h
Alx) = [ fls)ds Alr+h)= [ f(s)ds
Figura 4.4
Se h < 0 entdo
r+h 3
L fls)ds < J; fs)ds.
b) Se ffor crescente, entdo
Al +h)- AW = [ fls)ds— [ flsds > fla)h
(confira esta desigualdade comparando os dois graficos abaixo) e,
Alxr + h) — Alx) < f (x + h)h.
v v
fle+h) fle+h)
S S
S
a x x+h b x a h b x
h
Figura 4.5
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Logo, aplicando um limite conveniente nessas desigualdades podemos concluir que

lim Alr+h) - Aly) > lim G = f(x)
h—0 h h—0 h
e
%% Alx + h}: — A(x) - l,g{,l flx+h)h _ ).

Observe que o primeiro membro das duas desigualdades acima é exatamente a definicdo da
derivada da funcédo A(x).

Portanto a funcdo A(x) é diferenciavel em [a, b] e
A'(x) = hmw

h—0

= fx).
Isso mostra que A € uma antiderivada de f. Fica como tarefa vocé mostrar agora o mes-
mo para f decrescente. E possivel mostrar que a igualdade A’(x) = f (1) independe de fser

crescente ou decrescente no intervalo [a, b]. Orientamos vocé a ver a demonstragcdo desse
teorema nos livros de calculo.

TeoremMA FunpAMENTAL Do CALcuLo (PARTE 2)
Seja_fuma fungdo continua no intervalo [a, b]. Entdo
[ Fls)ds = Fo) - Fla),

onde F ¢ uma antiderivada de f.

DEMONSTRACAQ: Vimos na demonstracio do Teorema Fundamental do Calculo (parte 1)
que A(x) = J:f(S)ds é uma antiderivada de f (x). Se F(x) for outra antiderivada entio
teremos A’ (x) = f (x) = F’(x) para todo x €[a,b] . Logo, sendo A’ (x) = F’ (x), temos que
(A(x) — F(x))’= A’(x) — F’ (x) = 0 para todo x €[a,b] ou seja, A(x) — F(x) = ¢ (constante).
Portanto,

F(x) + c = A).
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Concluimos que

HM+C=AMﬁ=fﬂﬂw=0

[ fls)ds = A(b) = F{b) + ¢ = F(b) - Fla).

Vejamos algumas aplicacdes do Teorema Fundamental do Calculo.

e EXEMPLO 1: Calcule

J: xdx.

Solugdo: Veja que F(x) = ? é uma antiderivada de f (x) = x. Pelo Teorema Fundamen-
tal do Calculo, temos

2

El

Eﬂuzﬂﬂ—ﬂng—

N | o

Observacao:

Nesse exemplo, poderiamos ter considerado outra antiderivada de f (x) = x, por exemplo,

2
G(x) =7 +c,e, aplicando o Teorema Fundamental do Calculo:

2 2
fxdx:GB)—G(O):E +c—9 —c:g.
2 2 2

0 que podemos concluir?

Para a integral definida, € indispensavel o uso da constante c.

® EXEMPLO 2: Calcule a area abaixo do grafico de f (x) = x no intervalo [0, 3]
Solucéo: A area abaixo do grafico de f (x) = x no intervalo [0, 3].

y
y=x

Area

Figura 4.6
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¢ dada pela integral fxdx = %. Verifique esse resultado a partir do que foi obtido no

exemplo 1.

e EXEMPLO 3: Calcule

T
E senx dxr.

Solucéo: Veja que F(r) = —cosx é uma antiderivada de f (x) = senx. Pelo Teorema
Fundamental do Calculo, temos

T

Esenx dr = F(%)—F(O) = —Cos%—(—coso] =0-(-1)=1.

Observacéo: Sera usada com muita freqiiéncia a expressdo F(b) — F(a) que é a funcdo F
avaliada em b menos a funcdo F avaliada em a. Essa diferenca tem uma notacéao especial, a
saber

Flx).

Portanto, se ffor uma fungdo continua no intervalo [a, b] entdo

Jj f(x)dr = F(b) - Fla) = F(x)

b
a

onde F é uma antiderivada de f.

e EXEMPLO 4: Calcule

Ll e'dr.

Solucéo: Veja que F(x) = e* é uma antiderivada de f (x) = e*. Pelo Teorema Fundamen-
tal do Calculo, temos

| 1
Le’fdx=erozel—e° =e—(1)=e—-1.

PROPRIEDADES: Sejam fe g duas funcdes continuas no intervalo [a, b] € & um numero real.
Entdo:

a) Jja flx)dx = an flx)dx.

E permitido passar um fator constante do integrando para fora da integral.

Capitulo 3 | 141



b) Jj[ fx)+ g(x)ldx = Jj flr)dr + Jjg(x]dx.
Aintegral da soma ¢ igual a soma das integrais.
c) J.: flx)dx = —I: flx)dx.
Ao trocar os extremos a e b da integral, o resultado da integral muda de sinal.
Demonstracao:
a) Seja F uma antiderivada de f. Entdo
[ af@hr = @F@), = aFb) - aF(a) = alFb) - Fla)] = aF@)], = ], fldx.

b) Seja F uma antiderivada de fe G uma antiderivada de g. Entdo

jj[f (x) + g(x)dx = (F(x) + G(x))[, = F(b) + G(b) - (F(a) + G(a))
= F(b) - F(a) + G(b) - G(a) = F(x)| +Glx)[.
= Jj flx)dx + Jjg(x)dx.

c) Seja F uma antiderivada de f. Entio

[ fwdr = Fo) - Fla) = ~(Fla) - FO) = - [ falax.

e EXEMPLO 5: Calcule a area abaixo do grafico de f (x) = —5(x*> — 4) no intervalo [-2, 2].

Solucgdo: Para ndo haver equivocos, o aluno deve procurar fazer primeiro o grafico da
funcéo f.

Figura 4.7
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A area € igual a

[ st ~a)dr =5 [ (2" ~a)ar = -5 [ x’dr—5[ -adr

+20 1dr=- [2—33 - (_32)3 ] +20(x),

Observacdes:

1) Se a funcéo f for positiva no intervalo [a, b], entdo a integral ij(x)dx sera a area
abaixo do grafico de fno intervalo [a, b].

2) Se f for negativa no intervalo [a, b], entdo a integral ij{x)dx sera negativa e
- f(x)dx serd a area entre o gréfico de fe o eixo-x no intervalo [a, b]

e EXEMPLO 6: Encontre a area delimitada entre o eixo-x e o grafico de f (x)= x{ax? — 1).

Solucdo: O grafico de f

\_'l\_
ol
L2 4

Figura 4.8

]
mostra que devemos somar as areas 'E;r(;r2 —1)dr =Je— Lx(x2 —1)dx = . Por-
)|
tanto a drea ¢ igual a - . 0 aluno deve verificar ainda que le(xz —1)dxr =0.

, Atencéo:

°
Esseresultadoigual azerosignifica que, geometricamente, o calculo daintegral .E x(x® —1)dx

fornece a area entre a curva y = f (x), no intervalo [a, b], e o eixo x.
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1) Calcule as integrais:

a) fdx = fldx Resposta: 3.
1 1
b) L x(x —1)dx Resposta:—_ .
]
) L(xz —1)dx Resposta:—2 .
1, .
d) L(I —)dx Resposta:—* .
e) ESEHI dx Resposta: 0.
2
f) Ecosx dx Resposta: 2.
2
q) J:(S;r3 — x> +3x —4)dx Resposta:— 1.
h) f % dx Resposta:Z(\/E -1).
i 1 1 . _
i) L N dx Resposta:2(v/2 —1)
j) EBsecz x drx Resposta: 3.
k) Esecxtanx dx Resposta:§(3—\/§).
6

2) Calcule a area delimitada pelo grafico de fe o eixo-x no intervalo solicitado. Sugerimos
que o aluno faca o grafico de fpara ter a clareza da area procurada.

2) £ (1) = x, em [0, 3]. Resposta: 9/2.
b) £ (1) = x, em [-3, 3]. Resposta: 9.
O f() =xlr — 1), em |0, 1]. Resposta: 1/6.
d)f@=12-1emo 1]. Resposta: 2/3.
&) fW) =22 —1,em[1,1]. Resposta: 4/3.
£ (1) = senx, em [~ 7, 7]. Resposta: 2.
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AREA ENTRE GRAFICOS

Na secdo anterior, vimos que a area S da regido R delimitada pelo grafico de uma fungéo f;
nao-negativa, e o eixo-x no intervalo [a, b] é dada por

S= Jj flx)dx.

y=flx)

Sf= drea de Rf
Figura 4.9

A area entre graficos de funcdes ndo negativas fe g € igual a diferenca entre as areas deli-
mitadas pelas funcdes e o eixo-x, conforme apresentado na figura abaixo:

y y“

y=fx) y=flx)

- y=g(x)

a b x

S, — S, =drea de R S,= drea de R,

Figura 4.10

A area da regido R € igual a area da regido R menos a area da regido R, ou seja,
Area da regido R=S, -5, = Jj fx)dx — Jjg(x]dx = [f flx)—g(x)ldx.
Mais do que isso, se f(x) > g(x) para todo x € [a,b] entdo a integral
[ 17— glaenax

¢ igual a area da regido delimitada pelos graficos de fe g no intervalo [a, b].
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e EXEMPLO 1: Calcule a area entre os graficos de f (x) = x*e g(x) = —x no intervalo [0, 1].

Solucao: Primeiro observe os graficos das funcdes fe g abaixo:

yu
y=r'
’I B
—T '_:I ....... 0_ .,I T x;
-1
] y=-r
Figura 4.11

A drea procurada € igual a

[l - (-x)lar = ﬂ[x2+x1dx=(x—3+x—zj =42 -(0+0)=".
3 , 3 2 6

2

Agora vamos propor um exemplo, com poucas mudangas no enunciado, no qual a regido
entre os graficos muda significativamente.

e EXEMPLO 2: Calcule a area da regido delimitada pelos graficos de f(x) = x* e glx) = —x.

Solucdo: Neste exemplo devemos calcular a area da regido pintada abaixo:

yn
] y=x
'I 4
SR oN_ 1 x
-1
] y=-x
Figura 4.12

Nesse exemplo surgem as seguintes perguntas:
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a) Em qual intervalo?

b) O integrando é f (x) — g(x) ou g(x) — f (x)?
Respondendo para:
a) 0 intervalo sera determinado pelos pontos de intersecdo entre os graficos de fe g.
A intersecdo entre os graficos ocorre no ponto z em que f (z) = g(2) ou seja, 2= —z.
Resolvendo a equagdo 2% + z = z(z + 1) = 0 encontramos z = 0 e z = —1. Isto significa
que os graficos de f (x) = 2% e g(x) = —x se intersectam nos pontos (0, 0) e (-1, 1).

Assim, devemos integrar de —1 até 0.

b) A diferenca correta é¢ a maior menos a menor. Como —x > x? para todo x € [—1, 0],
entdo o integrando sera a diferenca g(x) — flx).

Portanto a area da regiao € igual a

f[—x—xz]dx = f[x2 +xldr = _(£3 +£2J
1 ! 3 2

SUBSTITUIQAO EM INTEGRAIS DEFINIDAS

Ja usamos o método da substituicao para calcular algumas integrais indefinidas. Agora fare-
mos 0 mesmo para integrais definidas.

Supondo que as funcdes fe u sejam continuas em seu dominio, entdao temos

[ @ = [ fudu

e EXEMPLO 3: Calcule a integral
TP
Lxe dx.

Solucdo: Sequindo 0 método de mudanca de variavel, faca u = x> + 1 e veja que du =
2xdx que implica em

e lpo o T, 1,
Lxe dx—zﬂoledu—z_[edu—z(e )1

e e =S,
2 2

Para calcular essa integral, vocé também pode usar o método da substituicdo primeiro
(variavel u) e, depois, voltar a variavel original (variavel x) e aplicar os limites de inte-
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gracao propostos inicialmente no problema. Assim:
T 1 o,
Lxe dxr = —r e‘du
2 u(0)
Agora calculando a integral indefinida:
1

1 1 2
— je“du =—e" =—e" " +c.
2 2 2

Utilizando os limites de integracdo originais:

1 2 1 e
—(e* ™ )|; =—(*-e)+c—-c=—(e—1).
2 2 2

MAIS PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

As propriedades abaixo serdo freqlientemente utilizadas no decorrer dos estudos de calculo
diferencial e integral.

Sejam fe g duas funcées continuas em um intervalo [a, b] Valem as seguintes propriedades:
a) se f(x) > 0 para todo x e [a,b] entdo ij(x)dx >0.

b) se f(x) > g(x) para todo x € [a,b] entdo ff(x)dx > Jjg(x)dx )

C)‘ij(x)dx‘z f|f(x)|dx-

Demonstracao:

a) A integral definida é, por definicdo, um somatorio de produtos de imagens de f por
medidas de subintervalos de [a, b]. Como a fungdo ftem imagens ndo-negativas em
[a, b] entdo a integral definida é ndo negativa.

b) A demonstracdo de b) é decorrente de a). Veja que se f (x) > g(x) para todo x € [a,b]
entdo f (x) — g(x) > 0 para todo x € [a,b] e por a),

ij(x]dx - Jjg(x]df = Jj[f(X] — g(a)]drx > 0.
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Portanto
ij[x)dx - Jjg(x)dx >0.

c) A demonstracgdo de c) decorre de b). A definicdo de mdodulo de um nimero diz que
lcl=csec>0e|c|=—csec<0.Logo é verdadeiro que |f (x)| > f(x) e |[f (W) > —f ()
para todox € [a,b] . Por b) temos

f | f(x)dr > ij (x)da

Jj|f(x)|dx > —ij(x)dx.

Por definicio de médulo.lrf(x] dr| = [ fla)dr ou

qualquer um dos casos, temos

ij(x) dx‘=—ff(x)dx.Em

‘ij(x) dx‘ = Jj|f[x)|dx.

Comentario: Se vocé estiver com dificuldade de aceitar c), veja o seguinte exemplo:

® EXEMPLO 4: Compare os numeros J:fdx e _[11|x3|dx.
Solugdo: Para todo xe[—1, 0], [x] = —x®e para todo xe[1, O], || = ».
Logo
£1|x3|dx = f1|x3|dx+ £|x3|dx = fl—x3dx+ £x3dx :i+i :%
e
: P P
“ x3dx‘: - :‘———‘:O.
s 4l | |4 4
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1) Calcule a area entre o grafico de fe g no intervalo dado: Como ha necessidade de saber
qual das funcdes é maior no intervalo dado, sugerimos que o aluno faca o grafico das funcées
antes de tentar calcular a area.

a) f(x) = xe glx) = ¥* — 2 no intervalo [0, 1].

Resposta: 13/6

b) f(x) = cosx e g(x) = senx no intervalo [0,%] }

Resposta: V2 -1

c) f(x) = 1eglx) = —2%+ 5nointervalo [-2, 2].

Resposta: 16.
2) Calcule a area do grafico delimitado pelas funcoes fe g:

a) fr)=rxeglr)=2*—2.

Resposta: 9/2.

b) f(r) = eglr) =

Resposta: 1/2

o fx)=1eglr) =—2*+5.

Resposta: 16.
3) Use o método da substituicdo para calcular as integrais:

a) E(x +5)%dx .

Resposta: —¢ .
b) le(5x2 —1)drx
Resposta: % .
c) E%x

.3
Resposta: .

150 | Calculo |



d) E sen(2x)dx
2

Resposta: .
e) Lﬁx\/xz +1dx

Resposta: % .

1
-
Resposta: 0.

4) Supondo que f'seja continua em [a, b], diga se a afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa:

a) Se

ij(x)dx‘ =0 entdo f(x) = 0 para todo x € [a,b] .

Resposta: F

b) Se ff(x)dx =0 entdo J:|f(x)|dx =0.

Resposta: F

c) Se f(x) > 0 para todo x € [a,b] entdo f|f(x)|dx > 0.

Resposta: V

d) Se f(x) < 0 para todo x € [a,b] entdo Jj|f(x)|dx < 0.

Resposta: V

e) Se te ysdo dois nimeros do intervalo [a, b] tais que t> yentao £f(x)dx > ij(x)dx,
Resposta: F

f) Se t e y sdo dois numeros do intervalo [a, b] tais que t > y e f(x) > O para todo
x €[a,b] entdo J:f(x)dx> ij(x)dx_

Resposta: V
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4 5 INTEGRAL DE FUN(;AO NA VARIAVEL

Alguns problemas se tornam mais simples, quando invertemos a variavel de estudo. Por
exemplo, digamos que se queira calcular a area compreendida entre o grafico de uma funcéo
que dependa da variavel y, ou seja, x = g(v), conforme figura abaixo:

y y

d d

|
Area r=4g(y) I x=g(y)
/
C c ‘
X
Figura 4.13

Para isso, procederemos analogamente a definicdo de integral definida em relagdo a .

y
d=y, |
| 74
.~
7
14
74
14
174

4
{
L
|

J

J

I/
l/
I l/
yZ y] T V
— =
C=Yo .
Figura 4.14
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Observando a figura acima, siga 0s sequintes passos:

a) dividir o intervalo [c, d] em n subintervalos e cada ponto de divisdo sera denotado
por y.;

b) ver que a base dos retdngulos tem tamanhos
AYo = V1 = Vor AV, = ¥y = V1o AV = Vi = Vi AV = Yy = Vot
c) Ver que cada imagem g(y,), g(y,) .- g(v, _,) € a altura de um retangulo;

d) Ver que a drea de cada retangulo é o produto da base Ay, pela altura g(y) ou seja,
g)a y;

Logo a soma de todas as areas desses retangulos sera igual a
gAY, + gy )Ay, + - + gy, Ay, ..
Quanto maior for o numero n, mais proximo o somatorio acima estara perto da area procurada.

Na verdade a area procurada € o limite desse somatorio, quando » tende para o infinito, ou seja,
a area entre o grafico da funcéo x = g(y) no intervalo [c, d] é igual ao limite

lim{g(yo)Ay, +g(y)AY, +---+ gy, )Ay, 1.
O limite acima é chamado de integral definida de g de c até d e denotado por
[[gyay.
Portanto

Area procurada = f g(y)dy
- }Ll_l;g[g(yo]Ayo + g(yl )Ayl +eeet g(ynfl)Ayﬂfl 1.

® EXEMPLO 1: Calcule a area entre o grafico de x = 2 e 0 eixo-y, no intervalo [—1, 1].
Solucdo: O grafico de x = y* é uma parabola simétrica em relacdo ao eixo-x.

A area € igual a

[ gty = [ vy = (y?})
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e EXEMPLO 2: Encontre a area entre os graficos das funcées x = g(v) = y° e x = fly) = y.

Os graficos das duas funcgdes sdo:

Vs S)=y
1 g0)=y’
-1 0 1 X
_’| ]
Figura 4.15

Solucdo: A intersecdo entre os graficos sera dada pelos pontos y tais que y* = y, ou
seja,y=0,y=—1ey=1.Para determinar qual das fungdes fou g € maior no intervalo
[0, 1], faca o sequinte:

a) risque uma seta horizontal da esquerda para a direita.
b) a funcdo cujo grafico for tocado primeiro é a menor.

Concluimos que f (y) < g(y) para todo y € [~1,0] e que g(y) < f(y) para todo y € [0,1].
Observe que a regido delimitada pelos graficos dessas duas funcdes é composta de duas
regides de mesma area, ou seja,

[0 =»ay=[-ruy.

Isso significa que area entre os dois graficos € igual a

zﬂ(y—yﬂdy:z(%—yﬂ =2G—%—(o—0)j=§.




1) Calcule a area entre o grafico de fe g no intervalo dado: como ha necessidade de saber
qual das funcdes é maior no intervalo dado, sugerimos que o aluno faca o grafico das funcdes
antes de tentar calcular a area.

a)xr=f() =1ex=g(y =2yno intervalo [%,3].

Resposta: 25/4.

b) f(y) = 1 e g(y)= — y? + 5 no intervalo [-2, 2].

Resposta: 16.
2) Calcule a area do grafico delimitado pelas funcées e :

alr=y er=y)°

Resposta: 1/12.
3) Tome um segmento AB sobre o eixo-x de comprimento 2c¢m. Digamos A = (0,0) e B = (2, 0).
Arraste o segmento mantendo-o na horizontal e mantendo a extremidade do ponto A sobre a

curva x = y*no intervalo [0, 3] em y. Calcule a area da figura gerada pelo arrastamento do seg-
mento sobre a curva.

y 4
34

o
v
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APENDICE A

UMA BREVE ABORDAGEM SOBRE TRIGONOMETRIA

1) O QUE E TRIGONOMETRIA?

Para os primeiros matematicos, a Trigonometria era uma ciéncia de calculo baseada essen-
cialmente em teoremas geométricos, razdo pela qual pode ser considerada como a unifica-
dora da Aritmética, da Algebra e da Geometria, e isso contribuiu para certo atraso a respeito
de seu desenvolvimento independente.

Nada de concreto podemos afirmar sobre a verdadeira origem da Trigonometria, somente
ressaltar que € obscura e perde-se na pré-histdria. As primeiras caracterizagcdes do desen-
volvimento da Trigonometria podem ser relacionadas pelas medicdes de sombras no decorrer
das horas do dia e das estacdes do ano, como também outros problemas analogos a esses que
demonstram indicios superficiais da utilizacdo de ferramentas trigonométricas.

A evolucdo da historia da Trigonometria apresenta-se de tal modo que a levou ter todos os
seus teoremas como corolarios da teoria das funcbes complexas, convertendo assim suas
idéias primitivas em dados significativos da Matematica avancada.

A Trigonometria, que pode ser entendida inicialmente como a area de estudos das medidas
dos triangulos, pode ter seu desenvolvimento, ao longo da histéria da Matematica destacada
em cinco etapas:

® 12 - indica os primeiros sinais que representam algum desenvolvimento desta area:
as tentativas de medicdes de sombras, de alturas e as teorias sobre semelhanca de
triangulos.

® 2@ — ¢ caracterizada pela forte vinculacdo com a Astronomia: séc. Il aC ao séc. XII.
® 32 — tem tratamento independente da Astronomia: séc. XIII.

® 42 - 3 Trigonometria interage com a Geometria, a Analise Numérica e a Algebra: séc.
XIll ao séc. XVI. (O termo Trigonometria foi usado pela primeira vez - pelo aleméo Bar-

tholomaiis Pitiscus (1561-1613) - como titulo de uma exposicdo publicada em 1595)

® 52 — ¢ caracterizada a partir do século XVII: além da invencao do Calculo, esse perio-
do apontou um caminho novo tanto para a Matematica quanto para a Trigonometria.
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2) TRIANGULO
Para estudar os tridangulos, € necessario sabermos a nocdo de angulo.

Um angulo € uma figura formada por duas semi-retas de mesma origem. Tais semi-retas sdo
ditas lados do angulo, e a origem ¢ o vértice do angulo.

Figura 1

Nés denotamos o angulo acima por AOB ou BOA ou apenas O. E comum também designar-
mos um angulo por uma letra grega minuscula como «, 5,9,60 etc.

Como um angulo € medido?

Para medir um angulo utilizamos um instrumento chamado transferidor, que € um circulo
graduado numa unidade qualquer.

As unidades de medidas mais comuns para angulos sao graus e radianos.
A figura abaixo exibe um transferidor graduado em graus. A medida 1 grau, denotada por 1°,

representa a fragcdo de 1/360 do circulo. Historicamente entendemos e convencionamos que
o circulo inteiro contém 360°.

Figura 2
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Algumas classificacdes quanto as medidas dos angulos:

® Um angulo formado por duas semi-retas opostas € dito angulo raso. Ou seja, a me-
dida de um angulo raso € de 180°.

e Um angulo reto é um angulo que mede 90° (a metade de um angulo raso).
® Um angulo agudo € um angulo cuja medida € menor do que 90°.
® Um angulo obtuso € um angulo cuja medida € maior do que 90°.

® Um angulo nulo € aquele formado por duas semi-retas coincidentes, e sua medida
sera zero, independente da unidade de medida adotada.

Considere trés pontos A, B e C néo colineares (isto €, ndo pertencentes a uma mesma reta).

Esses pontos determinam trés segmentos de reta AB,BC e AC .0 triangulo ABC ¢ a figura
plana formada pela reunido desses segmentos de reta.

A

Figura 3

A figura acima exibe um tridangulo ABC com as sequintes “nomenclaturas”:
® Vértices: A, B, C
e Lados: AB,BC e AC
® Medidasdoslados (cada umindica um nimero real positivo): AB = c;ﬁ = a;F =b
e Angulos internos: BAC; ABC; ACB
Os tridngulos também possuem algumas classificacdes. Vejamos:
1¢) Quanto aos dngulos:
® Retangulo: se tem um angulo reto.
® Acutangulo: se tem os trés angulos agudos.

® Obtusangulo: se tem um angulo obtuso.
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E importante também lembrar que da Geometria Plana é possivel provar que a soma dos
angulos internos de um tridngulo é 180°.

22) Quanto as medidas dos lados:

e Equilatero: quando tem os trés lados congruentes (lados congruentes significam
lados que tém a mesma medida).

¢ |sosceles: quando tem dois lados congruentes.
¢ Escaleno: quando ndo possui dois lados congruentes.
Vamos agora tratar do triangulo retangulo:

Dado um triangulo retangulo de catetos x e y e hipotenuza z a razdo cwcoorostoaa _ v ¢

hipotenusa z

chamada de seno do dngulo @ e denotada por seng, a razo caclo adjacenie a @ _ * ¢ chamada
z

hipotenusa

de cosseno do angulo @ e denotada por cosg € a razdo _cercroopostoaa _ v € chamada de
x

cateto adjacente a o

tangente do angulo « e denotada por tanc .

[-]

X

Figura 4

Veremos adiante alguns limites trigonométricos. Todos os calculos utilizam as medidas em
radianos. Se vocé ndo lembra o que é um radiano, veja o sequinte: Um radiano é o arco de
comprimento igual ao raio da circunferéncia. Tente desenhar um arco cujo comprimento
€ igual ao raio da circunferéncia. Sejam r o raio da circunferéncia e C o comprimento da
circunferéncia. Sabendo que a razdo C = 27, pergunta-se: quantos radianos tem a circunfe-
réncia? A resposta € simples. A igualdade C = 2xr afirma que a circunferéncia tem 27 arcos
de medida r. Portanto, a circunferéncia tem 27 radianos. Os babil6nios dividiram a circun-
feréncia em 360 partes iguais e chamaram uma dessas 360 partes de um grau. Portanto um
arco de 25 radianos corresponde a um angulo de 360 graus. Um arco de rr radianos corres-
ponde a um angulo de 180 graus.

A partir das definicbes de seno, cosseno e tangente de um angulo, mostra-se que,

sen’x +cos’x =1, tanx = >

cosx ©
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A tabela abaixo, conhecida do Ensino Médio, mostra os angulos em graus, com 0s arcos cor-
respondentes em radianos, seno, cosseno e tangente.

Angulo em Arcos em Cosseno do Tangente do
graus radianos ELI angulo
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3

V4
3

N | —

Um triangulo retangulo possui um angulo de 90° e os outros dois menores que 90°, ou seja, se
o € um arco que corresponde a um angulo de um triangulo retangulo entdao 0 < < 7 . Ne-
cessitamos estender as funcdes trigonométricas seno, cosseno e tangente para um intervalo
maior. Para isso usamos o conhecido como circulo trigonométrico. Considere um circulo de
raio 1. Seja P um ponto de coordenadas (x, y) sobre a circunferéncia e & a medida do angulo
formado pelo eixo-x e pelo segmento OP. Entdo

senoc=l=y, cosa=£=x, tana=l.
1 1 x
P(x, y)
I
y
y
|
0 X A

Figura 5



Observe que se o = 0, entdo sena =0, cosa = 1 e tana = 0. Uma tabela a mais para vocé.

Angulo em Arcos em Cosseno do Tangente do
graus radianos angulo angulo
0 0 0 1 0
90 i 1 0 indefinida
2
120 2 1 NE} NE}
3 2 2 3
135 £l 2 V2 —1
4 2 2
150 £l NE] 1 NG
6 2 2 B
180 74 0 -1 0
210 i B 1 N
6 2

Veja no circulo abaixo o arco de 37” e que sen%’f =g , COS%” =—g e tan%’f =—1.

Figura 6
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Sempre que escrevermos senx significara que x é uma medida em radianos, exceto quando
avisado explicitamente. Os graficos das funcdes senu, cosx, tanx estdo desenhados abaixo:

y=senx
1
'/ \\\ _E /// \\\ 3_” /// ~.
\ 2 ’ \ 2 ’
L _n \I L / L \ITr L I/
T N T T N T A x
_3n N ,/ n AN S 2n
2 \\ // 2 \\ //
—— ~. I —— ~ = —— e
-1
Y=COSX
1
) - __/_/ \\ T I // \\ i
N /7 N /7 AN
b _-,IT ll/ O \\2 T[ I// \\
‘.\ } Vi Iy } v } N
3m N il \ /3T 27 \ x
- ’ N ’ \
2 \\ e 2 \\ // 2 )
-1
I I I I
| | | |
| ¢ | | |
| =tanx | | |
I y I I I
I I I I
1 1 1 1
) 1 ) )
! 1 ! ! !
L / 1 / L / 1 L
7 7 7 7
// // // /
=TT
|// // T[u// 2T|[//
r A
371 7 T Vs T 7 371 7 xr
- / -5 / ? / _— /
2 / 2 / / 2 /
a_ i [ _ /o .
/ / 1 / /
/ | / !
1 ) 1 I
) ] ) )
I ] I I
I I I I
I I I I
I I I I
| I I I
I | I I
| | | |
I I | |
| | | |
Figura 7

Para saber mais sobre Trigonometria, pesquise o tema nos livros de Matematica do Ensino

Médio.
Procure fazer alguns exercicios também. Isso o ajudara a familiarizar-se ainda mais com a

Trigonometria.
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